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Введение 

 

Диссертационная работа посвящена созданию математических методов 

исследования, параллельных численных алгоритмов и комплексов программ 

для моделирования с помощью современных многопроцессорных 

вычислительных систем (МВС) неравновесных электронных процессов в 

микро- и наноструктурах твердотельной и вакуумной электроники. 

Мотивацией для проведения работ в данном направлении была 

необходимость создания математических основ вычислительного 

эксперимента в относительно новой прикладной области, фундаментальный 

характер предполагаемых исследований, ориентация на использование 

современной суперкомпьютерной техники ввиду чрезвычайной 

вычислительной сложности анализируемых математических моделей. 

Рассмотрим эти вопросы подробнее. 

Исследование физических процессов в электронных приборах является 

достаточно развитой отраслью науки и опирается на успехи в различных 

разделах физики в конце XIX и начале XX веков. Расцвет этой отрасли 

начался в 1950-х годах с массового внедрения радио, телевидения и 

электронных вычислительных машин в повседневную жизнь. Развитие 

электронной техники постоянно шло по пути миниатюризации и 

минимального энергопотребления. Номенклатура электронных устройств 

расширялась как по их назначению, так и по принципам действия. К концу 

1950-х годов одновременно со становлением математического 

моделирования как основной методологии научных исследований [1] 

появились первые технологии компьютерного моделирования, причём в 

самых высокотехнологичных областях науки, таких как атомная и ядерная 

физика, аэро- и гидродинамика и других. Поскольку эти технологии были 

изначально ориентированы на использование электронной вычислительной 

техники, они естественным образом проникли и в область исследований, 

связанную с развитием элементной базы компьютеров и систем связи. 
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К началу 1990-х годов (когда автор начал работу в данной области), в 

электронике сложилось уже большое самостоятельное направление – 

математическое моделирование электронных приборов [2-16], охватывающее 

множество фундаментальных и прикладных проблем из различных разделов 

физики и системотехники, использующее различные типы математических 

моделей, как на схемном, так и на физическом уровне. Поскольку основной 

технологией производства электронных схем и систем была твёрдотельная 

кремниевая технология (см., например, [16]), то большая часть исследований 

была связана с изучением различных физических процессов в кремниевых и 

других полупроводниковых структурах. При этом в фундаментальных 

работах по физике полупроводников появились разделы, связанные с 

приложениями в электронике, и наоборот, в приборных исследованиях – 

обширные разделы, связанные с физикой полупроводниковых систем. Это 

обстоятельство позволяет не противопоставлять одни работы в данной 

области другим. 

Практически одновременно стали складываться несколько подходов к 

теоретическому и численному исследованию электронных процессов. Один 

из них базировался на достижениях классической механики, другой вобрал в 

себя статистические и квантово-механические методы. Иллюстрацией 

достижений в рамках первого подхода могут служить такие известные 

работы как [17-45], в рамках второго – [46-58]. До некоторого момента 

подобные исследования велись относительно независимо и объединялись 

лишь в рамках асимптотических методов многомасштабного моделирования 

и теории возмущений [59-65]. Однако, когда активные элементы 

электронных приборов преодолели микронный масштаб и стали 

перемещаться в область наноразмеров (середина 1990-х годов), возникла 

необходимость объединения всех подходов. Исследования, учитывающие 

одновременно классические и квантовые свойства субмикронной структуры 

появились как раз в это время и бурно развиваются до настоящего момента. 

Со временем популярными стали работы по физике конденсированного 
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состояния низкоразмерных (мезоскопических) и наноструктур. При этом 

спектр исследуемых материалов не ограничился полупроводниками. 

Приведём список работ [66-113], который далеко не полон, однако 

показывает, как за последние 15 лет традиционные классические подходы 

сменялись неклассическими и смешанными, микроструктуры превратились в 

мезо- и наноструктуры, а теоретический анализ все более ориентировался на 

высокопроизводительные компьютерные вычисления. 

Анализ эволюции методов математического моделирования за 

последние 15 лет показывает (и это подверждают, например, работы [109, 

111-113]), что при моделировании реальных электронных систем низкой 

размерности необходим учёт различных геометрических и временных 

масштабов и сильно разнородных физических процессов в рамках одной 

задачи. Поэтому сегодня востребованы смешанные математические модели, 

включающие одновременно классические, полуклассические и квантовые 

описания электронных процессов в микро- и наноструктурах. При этом 

базовым подходом на макроуровне является чаще всего приближение 

механики сплошной среды (МСС), используемое как в классическом, так и в 

квантовом представлении. А на микро- и наноуровнях используются модели, 

учитывающие атомно-молекулярную структуру вещества. 

Основу классических описаний в модели сплошной среды составляют, 

как правило, либо диффузионно-дрейфовое, либо квазигидродинамическое 

приближения, которые могут рассматриваться как в стационарном, так и в 

нестационарном случаях в пространстве от одного до трех измерений. В 

качестве неизвестных функций, как правило, используются концентрации, 

импульсы и энергия носителей заряда различного типа, а также потенциалы 

самосогласованного электрического и/или магнитного поля. В результате 

классическая часть модели представляется в виде системы нелинейных 

эволюционных уравнений динамики заряженных частиц, взаимодей-

ствующих в самосогласованном электрическом и/или магнитном поле. 
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Основу неклассических квантовых описаний составляют либо 

кинетические уравнения Больцмана для функций распределения частиц по 

скоростям, либо уравнения Шредингера в дифференциальной форме, 

записанные как для одночастичных, так и многочастичных волновых 

функций. Задачи для этих уравнений могут быть стационарными, 

квазистационарными или нестационарными. В первом случае может 

рассматриваться дискретный, непрерывный или смешанный спектр. 

Дополнительно в модели могут присутствовать элементы 

статистического или имитационного моделирования, записанные как в 

классической, так и квантово-механической форме. 

Учитывая особое внимание к микро- и наноструктурам с одномерным 

или двумерным электронным газом в связи с перспективами их применения в 

качестве базовых элементов новой электроники, выделим из общего ряда 

задачи моделирования одномерного электронного транспорта в квантовых 

структурах, которые чаще всего базируются на решении квазистационарной 

задачи туннелирования в приближении Хартри-Фока с учетом электрон-

электронных взаимодействий и корреляционных эффектов. Именно этим 

моделям в диссертации было уделено особое внимание. 

Сочетание в одной задаче классических и неклассических описаний 

приводит к существенному усложнению математической модели. 

Характерными особенностями такой модели являются, как правило, 

многомасштабность, многокомпонентность, нелинейность, в том числе 

нелокальная, некорректность в отдельных случаях, неоднородность по 

пространству и времени, большое число неизвестных функций. Эти 

особенности предъявляют повышенные требования к численным алгоритмам 

анализа таких моделей и вызывают необходимость применения современной 

компьютерной и суперкомпьютерной техники в численных экспериментах. 

Поэтому в дисертации были развиты методы и подходы изначально 

ориентированные на параллельные вычисления. 
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Примеров успешного решения сложных физических проблем в 

выбранной прикладной области теперь уже достаточно [109, 112]. Однако в 

каждом конкретном случае могут понадобиться новые математические 

методы и их компьютерные и суперкомпьютерные реализации. Не является 

исключением и настоящая диссертационная работа, в которой большинство 

из использованных математических моделей были относительно новыми и не 

имели развитой вычислительной базы для их детального анализа и 

соответственно результатов моделирования. Экспериментальные данные в 

выбранных приложениях до сих пор остаются неполными и имеют 

фрагментарный характер, не позволяющий сделать однозначные выводы о 

природе исследуемых физических процессов. 

Конкретные цели и задачи диссертации. Основной целью данной 

работы было создание математических основ для моделирования с помощью 

современных многопроцессорных вычислительных систем неравновесных 

электронных процессов в микро- и наноструктурах твердотельной и 

вакуумной электроники и проведение вычислительных экспериментов для 

ряда актуальных проблем. В качестве конкретных прикладных задач были 

рассмотрены проблемы моделирования процессов примесного пробоя и 

одномерного электронного транспорта в квантовых каналах наноструктур на 

основе AlGaAs, электронной эмиссии из кремниевых автоэмиттеров 

субмикронных размеров, образования и миграции пор в межсоединениях 

электронных схем в современных чипах в результате электрических и 

термомеханических воздействий. Все эти задачи объединяет сильная 

нелинейность и многомасштабность моделируемых процессов, а также 

повышенная сложность при численной, а затем и компьютерной реализации. 

Следует подчеркнуть, что имеющиеся численные подходы и доступные на 

сегодняшний день комплексы программ до сих пор не позволяют решать 

рассмотренные в диссертации задачи в полном объёме и с необходимой 

точностью. Более того, многие из них появились под влиянием исследований 
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аналогичных представляемому в данной работе и проведенных в последние 

15 лет. 

В рамках указанной выше прикладной тематики в диссертации стояли 

следующие задачи: 

• на основе предварительного анализа разработать или выбрать наиболее 

адекватные математические модели изучаемых процессов; 

• разработать или адаптировать к конкретным условиям эффективные 

численные методы для анализа используемых математических 

моделей; 

• реализовать численные методики в виде комплексов последовательных 

и/или параллельных программ; 

• провести детальное компьютерное моделирование исследуемых 

процессов и выработать рекомендации для специалистов из выбранных 

предметных областей; 

• обобщить полученные математические результаты на случай более 

общих постановок задач из выбранных классов. 

Методы исследования. В диссертационной работе применялся 

практически весь аппарат методов математического моделирования. На 

уровне моделей в основу работы легли модели механики сплошной среды и 

полуклассические квантово-механические модели (мотивация такого подхода 

подробно рассмотрена в п. 1.1 гл. 1). Основу численных алгоритмов 

составили сеточные методы решения обыкновенных дифференциальных 

уравнений и уравнений с частными производными. При построении 

пространственно-временных аппроксимаций дифференциальных уравнений 

использовались методы конечных разностей и конечных объёмов, 

применяемые как на ортогональных, так и на нерегулярных треугольных и 

тетраэдральных сетках (детали этого выбора обсуждаются в п. 1.2, 1.3 гл. 1). 

При построении нерегулярных треугольных и тетраэдральных сеток 

использовались прямые методы типа Делоне. Для некоторых из построенных 
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численных схем проводился анализ устойчивости и сходимости с помощью 

принципа максимума и/или метода энергетических неравенств. 

Для решения систем линейных алгебраических уравнений, 

возникающих в результате сеточных аппроксимаций дифференциальных 

уравнений, использовались как прямые методы (методы прогонки и 

преобразования Фурье), так и итерационные (метод переменных направлений 

и схема сопряженных градиентов с предобусловливателями Якоби и 

неполного разложения Холецкого). Для решения систем нелинейных 

уравнений использовались метод простой итерации и метод Ньютона. Детали 

параллельной реализации этих методов рассматриваются в гл. 2. 

Для преодоления проблемы большой размерности сеточных задач 

использовались методы свертки решения, продолжения решения по малому 

параметру, локально-одномерный подход. Для частичного разрешения 

проблемы многомасштабности моделируемых процессов использовался 

метод введения парметра порядка. Для верификации полученных численных 

результатов проводилось их сравнение с известными теоретическими 

фактами и экспериментальными и расчетными данными других 

исследователей. 

Основные результаты работы можно сформулировать следующим 

образом: 

1. Разработаны вычислительные основы математического моделирования 

с помощью многопроцессорных вычислительных систем нескольких 

актуальных для приложений классов задач твердотельной и вакуумной 

микро- и наноэлектроники. 

2. Развиты математические модели электронной эмиссии с поверхности 

кремниевых микро- и наноструктур и электро-, термо- и стресс- 

миграции пор в медных межсоединениях электронных схем. 

3. Разработаны конечно-объемные схемы экспоненциальной подгонки 

для решения начально-краевых задач для эволюционных уравнений на 

ортогональных и нерегулярных треугольных и тетраэдральных сетках. 
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4. Предложены методика регуляризации и численные алгоритмы решения 

пространственно нуль-мерных и одномерных нелокально нелинейных 

некорректных математических задач, моделирующих электронные 

процессы в наноструктурах. 

5. Разработаны параллельные алгоритмы решения задач электронного 

транспорта в полупроводниковых твердотельных и вакуумных микро- 

и наноструктурах. 

6. Созданы комплексы параллельных программ для моделирования 

процессов электронной эмиссии с поверхности кремниевых 

автокатодов и электро-, термо- и стресс- миграции пор в медных 

межсоединениях электронных схем. 

7. С помощью разработанных вычислительных методик и комплексов 

программ получены новые результаты в исследовании процессов 

низкотемпературного примесного пробоя в полупроводниках типа 

GaAs, одномерного электронного транспорта в наноструктурах на 

основе AlGaAs, автоэлектронной эмиссии из кремниевого микрокатода 

с учетом реальной геометрии структуры. 

Научная новизна полученных в диссертации результатов состоит в 

следующем. 

1. В диссертации исследуются новые математические модели, 

описывающие электронные процессы в микро- и наноструктурах и 

разработанные автором совместно со специалистами и коллегами из 

Фрязинского отделения ИРЭ РАН, МГТУ «СТАНКИН», LSI Logic 

Incorporation. В качестве таковых можно указать модели примесного пробоя 

и одномерного электронного транспорта в наноструктурах на основе AlGaAs, 

модель неравновесного электронного транспорта в кремниевом автоэмиттере 

субмикронных размеров, модель процессов электро-, термо- и стресс- 

миграции в медных межсоединениях электронных схем. 

2. В диссертации разработаны оригинальные численные методы 

анализа изучаемых процессов на базе как традиционных, так и новых 
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математических моделей. Среди развитых численных подходов отметим 

конечно-объемные схемы экспоненциальной подгонки для решения 

начально-краевых задач для эволюционных уравнений на ортогональных и 

нерегулярных треугольных и тетраэдральных сетках, методику 

регуляризации и численные методы решения пространственно одномерных 

нелокально нелинейных квантовых задач в приближении Хартри-Фока. 

3. В процессе работы над диссертацией автором созданы новые 

параллельные алгоритмы и комплексы программ, реализующие 

разработанные численные методы, а именно, параллельные реализации 

конечно-объемных схем экспоненциальной подгонки на ортогональных и 

нерегулярных сетках в одномерном, двумерном и трехмерном случаях, а 

также параллельный алгоритм решения нелокально нелинейной системы 

уравнений Шредингера большой размерности, используемый для 

моделирования одномерного электронного транспорта в квантовом канале 

наноструктуры и включающий методику балансировки загрузки 

вычислителей. 

4. В диссертации проведены численные исследования задач, для 

которых натурные эксперименты и вычисления других авторов либо 

отсутствуют, либо весьма фрагментарны. В частности: 

• проведено численное моделирование задачи о примесном пробое в 

наноструктуре на основе AlGaAs, для которой в литературе имелись 

только теоретические оценки; 

• выполнено численное исследование процессов переноса 

фотоиндуцированных носителей заряда в слое двумерного 

электронного газа наноструктуры на основе AlGaAs с целью 

определения возможностей оптической диагностики таких структур на 

этапе роста (ранее для данной задачи известны были только результаты 

нескольких натурных экспериментов, проведенных во Фрязинском 

отделении ИРЭ РАН);  
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• проведен детальный численный анализ одномерного электронного 

транспорта в квантовом канале наноструктуры на основе AlGaAs 

(ранее для данной задачи имелись отдельные теоретические оценки и 

результаты зарубежных натурных экспериментов, напрямую не 

позволяющие судить о физической основе транспорта); 

• выполнено детальное численное исследование задачи об электронной 

эмиссии из кремниевого автоэмиттера субмикронных размеров в 

различных пространственных постановках (одномерной, двумерной, 

трехмерной), в том числе, с учетом реальной геометрии катодной 

ячейки (ранее для анализа экспериментальных данных в этой области 

обычно использовались оценки на основе упрощенной модели, не 

отражающей особенностей распределения электрического поля и 

электронного транспорта в реальных микрокатодах.  

Теоретическая и практическая ценность результатов диссертации 

заключается в ниже следующем. 

• Совместно со специалистами в области твердотельной и вакуумной 

микро- и наноэлектроники разработаны новые математические модели, 

более адекватно воспроизводящие моделируемые процессы и явления. 

• Разработаны новые эффективные численные методы компьютерного 

анализа используемых математических моделей. 

• Разработаны новые подходы к параллельной реализации традиционных 

и новых численных алгоритмов с целью использования их при 

моделировании с помощью современных суперкомпьютерных систем. 

• На основе предложенных математических моделей и разработанных 

численных методов созданы комплексы программ для персональных и 

суперкомпьютеров, позволяющие проводить детальные исследования 

задач из выбранных прикладных областей. Один из комплексов 

внедрен в промышленную систему моделирования. 

• С помощью разработанных комплексов программ изучены механизмы 

пробоя наноструктуры на основе AlGaAs и развития зарядовой и 
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спиновой неустойчивости в квантовом канале такой наноструктуры, 

выявлены возможности неразрушающей оптической диагностики 

наноструктур в процессе их роста, исследованы особенности 

электронного транспорта в кремниевых микроавтоэмиттерах и 

рассчитаны их эмиссионные характеристики, получены реалистичные 

данные о процессе образования и миграции пор в межсоединениях 

электронных схем под действием протекающего по ним тока. 

Личный вклад соискателя. В диссертационной работе представлены 

результаты, полученные при решающем вкладе соискателя. Основные 

результаты диссертации получены лично соискателем. Исключение 

составляют формулировки математических моделей для рассмотренных в 

работе приложений и физические интерпретации полученных результатов 

моделирования. В частности, физико-математические модели низко-

температурного примесного пробоя, фотоиндуцированного классического и 

неравновесного квантового электронного транспорта в селективно-

легированных гетероструктурах с двумерным электронным газом (см. гл. 1, 

3, 4) разработаны профессором В.А. Сабликовым из Фрязинского отделения 

ИРЭ РАН, физико-математическая модель электронной эмиссии из 

кремниевых автоэмиттеров субмикронных размеров (см. гл. 1, 6) разработана 

совместно с профессором В.А. Федирко из МГТУ «СТАНКИН», 

математическая модель образования и миграции пор под действием 

электрического тока и термомеханических напряжений (см. гл. 7) 

разработана совместно с профессором В.Я. Сухаревым и доктором Jun Ho 

Choy из LSI Logic Incorporation. 

Достоверность и обоснованность полученных в диссертации 

результатов определяется их теоретическим и численным анализом 

(предложенные численные методы исследованы на устойчивость и 

сходимость либо теоретически, либо численно) и верификацией при 

разнообразном тестировании, включающем сравнение с точными решениями 

(при их наличии), сравнением с результатами экспериментов и расчетами по 

 15



другим моделям, ясным физическим смыслом полученных результатов и 

согласованностью с современными представлениями о предмете 

исследования. 

Апробация работы. Результаты исследований, приведенных в 

диссертационной работе, были представлены и обсуждались на 40 

всероссийских и международных конференциях: 

• The Third International Congress on Industrial and Applied Mathematics 

(ICIAM'95), Hamburg (Germany), July, 3-7, 1995. 

• 2-ая Российская конференция по физике полупроводников, г. 

Зеленогорск, 26 февраля - 1 марта 1996 г. 

• 23-rd International Simposium on Compound Semiconductors, 23-27 

September, 1996, S.-Peterburg, Russia. 

• 4-ый Международный симпозиум "Наноструктуры: Физика и 

Технология - 96", С.-Петербург, 23-27 сентября 1996 г. 

• 5-ый Международный симпозиум "Наноструктуры: Физика и 

Технология - 97", С.-Петербург, 23-27 июня 1997 г. 

• Третья международная научная конференция "Математические модели 

нелинейных возбуждений, переноса, динамики, управления в 

конденсированных системах и других средах", Тверь, 29 июня - 3 июля 

1998 г. 

• Fourth Int. Conf. on Numerical Methods and Applications – NMA'98, Sofia 

(Bulgaria), 19-23 August 1998. 

• 6-ой Международный симпозиум "Наноструктуры: Физика и 

Технология", С.-Петербург, 22-26 июня 1998 г. 

• 7-ой Международный симпозиум "Наноструктуры: Физика и 

Технология", С.-Петербург, 14-18 июня 1999 г. 

• Четвертый Всероссийский семинар "Проблемы теоретической и 

прикладной электронной оптики", Москва, 21-22 октября 1999 г. 

• IV Российская конференция по физике полупроводников 

"Полупроводники 99", Новосибирск, 25-29 октября 1999 г. 
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• 12-th Internatinal Vacuum Microelectronics Conference, IVMC'99, 

Darmstadt (Germany), July 6-9, 1999. 

• Международная конференция "Математическая физика, 

математическое моделирование и приближенные методы", посвящен-

ная памяти академика А.Н. Тихонова, Обнинск, 15-19 мая 2000 г. 

• 4-ая Международная научная конференция "Математические модели 

нелинейных возбуждений, переноса, динамики, управления в 

конденсированных системах и других средах", г. Москва, 27 июня - 1 

июля 2000 г. 

• 8-ой Международный симпозиум "Наноструктуры: Физика и 

Технология", С.-Петербург, 19-23 июня 2000 г. 

• 3-rd International Conference "Finite Difference Schemes: Theory and 

Applications (FDS-2000)", Palanga, Lithuania, Sept. 1-4, 2000. 

• Всероссийская научная конференция "Высокопроизводительные 

вычисления и их приложения", Черноголовка, 30 октября - 2 ноября 

2000 г. 

• 13-th Internatinal Vacuum Microelectronics Conference, IVMC'00, 

Darmstadt, Germany, July 6-9, 2000. 

• 6th International Computational Accelerator Physics Conference (ICAP 

2000), Darmstadt (Germany), Sept. 11-14, 2000. 

• Second International Conference “MODERN TRENDS in 

COMPUTATIONAL PHYSICS – MTCP2000”, Dubna (Russia), July 24-

29, 2000. 

• Int. Conf. "Displays and Vacuum Electronics (DVE 2001)", Garmish-

ParteanKirche (Germany), May 2-3, 2001. 

• Int. Conf. "Dynamical systems modelling and stability investigation", Kyiv 

(Ukraine), May 22-25, 2001. 

• 4th International Vacuum Electron Sources Conference (IVESC'2002), 

Saratov (Russia), July 15-19, 2002. 
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• V International Conference on Numerical Methods and Applications – NM 

& A 02, Borovets (Bulgaria), August 20-24, 2002. 

• Четвёртый Всероссийский семинар "Сеточные методы для краевых 

задач и приложения", Казань, 13-16 сентября 2002 г. 

• 5th International Congress on Mathematical Modeling, Dubna (Russia), 

September 30 - October 6, 2002. 

• Международная конференция "Математические идеи П.Л. Чебышова и 

их приложение к современным проблемам естествознания", Обнинск, 

14-18 мая 2002 г. 

• Пятый Всероссийский семинар "Сеточные методы для краевых задач и 

приложения", посвященый 200-летию Казанского государственного 

университета, Казань, 17-21 сентября 2004 г. 

• IV International Congress on Mathematical Modeling, Nizhny Novgorod 

(Russia), September 20-26, 2004. 

• Всероссийская научная конференция «Научный сервис в сети: 

технологии параллельного программирования», Новороссийск, 18-23 

сентября 2006 г. 

• Международная научная конференция «Параллельные вычислительные 

технологии (ПаВТ'2007)», Челябинск, 29 января - 2 февраля 2007 г. 

• Восьмой всероссийский семинар "Проблемы теоретической и 

прикладной электронной и ионной оптики", Москва, 29-31 мая 2007 г. 

• Всероссийская научная конференция "Научный сервис в сети 

Интернет: многоядерный компьютерный мир. 15 лет РФФИ", 

Новороссийск, 24-29 сентября 2007 г. 

• Седьмой Всероссийский семинар "Сеточные методы для краевых задач 

и приложения", Казань, 21-24 сентября 2007 г. 

• XIV научно-техническая конференция с участием зарубежных 

специалистов «Вакуумная наука и техника», Сочи, 8-15 октября 2007 г. 
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• Всероссийская научная конференция "Научный сервис в сети 

Интернет: решение больших задач", Новороссийск, 22-27 сентября 

2008 г. 

• Международная научная конференция "Моделирование нелинейных 

процессов и систем", Москва, 14-18 октября 2008 г. 

• Девятый Всероссийский семинар "Проблемы теоретической и 

прикладной электронной и ионной оптики", Москва, 27-29 мая 2009 г. 

• Internatilonal Conference «Mathematical Modeling and Computational 

Physics (MMCP'2009)», Dubna, July 7-11, 2009. 

• Всероссийская суперкомпьютерная конференция "Научный сервис в 

сети ИНТЕРНЕТ. Масштабируемость, параллельность, эффектив-

ность", Абрау-Дюрсо, 21-26 сентября 2009 г. 

Результаты работы обсуждались на рабочих семинарах ИММ РАН, 

НИВЦ МГУ, МСЦ РАН, РНЦ «Курчатовский институт». 

Реализация и внедрение результатов работы. Работа выполнена в 

Институте математического моделирования РАН и включает результаты 

пятнадцатилетних исследований соискателя по созданию математических 

моделей, численных методов, параллельных алгоритмов и комплексов 

программ для моделирования актуальных научно-технических задач в 

области твердотельной и вакуумной микро- и наноэлектроники. 

Работа выполнялась в рамках научных планов Института 

математического моделирования РАН, проектов Программ фундаментальных 

исследований Президиума и Отделения математических наук РАН, проектов 

Российского фонда фундаментальных исследований, проектов ИНТАС, 

проекта Научно-технической программы Союзного государства «Разработка 
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рамках научного сотрудничества с компанией LSI Logic Incorporation (США) 

– производителем чипов для персональных и промышленных компьютеров. 

Научные положения диссертации и разработанные на их основе 
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ГЛАВА 1 

Вычислительные основы решения задач электронного транспорта в 

микро- и наноструктурах 

 

В данной главе представляются вычислительные основы 

моделирования электронных процессов в микро- и наноструктурах 

твердотельной и вакуумной электроники. В начале главы перечисляются 

используемые математические модели. Затем представляются разработанные 

в рамках диссертации численные методы для анализа выбранных 

математических моделей. 

 

1.1 Математические модели электронного транспорта в 

твёрдотельных микро- и наноструктурах 

Рассмотрим математические модели, которые будут использоваться в 

диссертации для описания процессов электронного транспорта в микро- и 

наноструктурах, применяющихся в твердотельной электронике. Как 

показывает анализ публикаций, посвященных теоретическим и численным 

исследованиям в данной предметной области, большинство используемых 

математических моделей основываются на детерминистическом подходе и 

лежат в рамках приближения механики сплошной среды (МСС) [114-117]. 

Объяснением этому факту может служить как широта возможностей для 

описания электронных процессов в рамках моделей МСС, так и большая 

экспериментальная и теоретическая база, подтверждающая их 

работоспособность. 

Полностью статистические подходы (например, статистический 

вариант метода Монте-Карло [118-122]), а также методы имитационного 

моделирования (например, методы классической молекулярной динамики 

[123-135]), имеют меньшее распространение вследствие их высокой 

вычислительной емкости и сложности анализа получаемых результатов. К 

тому же, очень часто статистические подходы объединяются с моделями 
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сплошной среды. Например, широко используется метод частиц [136], 

квантовый метод Монте-Карло [137, 138] (объединяющий вариационный и 

диффузный варианты), квантовый метод молекулярной динамики [139, 140]. 

В этих методах используются как статистические суммы и интегралы, 

статистические уравнения динамики частиц, так и непрерывные описания 

глобальных полей, описывающиеся в рамках классической механики, 

например, электро- и магнитодинамики. 

Учитывая сказанное, в настоящей работе предпочтение было отдано 

моделям МСС, основанным на решении систем нелинейных 

дифференциальных уравнений. В рамках данного подхода можно условно 

выделить три класса моделей: модели классической механики, модели 

квантовой механики и смешанные, использующие оба подхода. 

Использование тех или иных моделей отталкивается от физических условий 

и параметров изучаемых электронных структур. 

Современная электроника оперирует с приборами, в которых размеры 

активных элементов лежат в субмикронном и частично нанометровом 

диапазоне (условно от 500 до 10 нм). Например, силовые элементы 

современных чипов и питающие их линии по толщине имеют размеры от 

нескольких микрон до нескольких сотен нанометров. В то же время затворы 

процессорных транзисторов и переключателей имеют размеры 32 нм в 

производстве, 15-18 нм – в технологических экспериментах и дизайне, 5-10 

нм – в научных разработках. Для такого рода объектов в литературе появился 

термин – мезоскопические структуры [141]. Под мезоскопическими 

структурами понимаются структуры, размеры которых на несколько 

порядков больше атомных, однако в них сохраняется квантовая 

когерентность частиц. В результате, в таких структурах реализуются 

квантовые эффекты, существенно влияющие на поведение структуры в 

целом. Для описания электронных процессов в мезоскопических структурах 

используются как классические, так и квантовые модели. Однако наиболее 

эффективными оказываются смешанные описания. 
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Учитывая сказанное, в работе используются все три подхода. При этом 

для описания классической динамики заряженных частиц в мезоскопических 

структурах выбрана гидродинамическая модель в диффузионно-дрейфововом 

[3, 26, 37] и квазигидродинамическом [6, 8, 12, 14, 15, 18, 142-155] 

приближениях. Для учета квантовых эффектов используются стационарные и 

квазистационарные квантово-механические модели, основанные на 

кинетическом уравнении Фоккера-Планка [33, 156-158] и уравнениях 

Шрёдингера в линейном приближении [159] и в приближении Хартри-Фока 

[160-165]. 

Рассмотрим далее каждую из этих моделей применительно к тем 

задачам, которые рассматриваются в последующих главах. 

 

1.1.1 Диффузионно-дрейфовая и квазигидродинамическая модели 

Диффузионно-дрейфовая модель (ДДМ) выводится из кинетического 

уравнения Больцмана с помощью метода моментов в предположении о том, 

что при внешнем воздействии на изучаемую твердотельную структуру 

локально изменяются только концентрации заряженных и/или электрически 

нейтральных частиц, и при этом сохраняется полная энергия всей системы 

частиц. В такой ситуации ДДМ включает объемные уравнения 

неразрывности для концентраций свободных частиц и массовые балансные 

уравнения для концентраций связанных частиц. ДДМ дополняет уравнение 

Пуассона для потенциала самосогласованного электрического поля, если 

хотя бы одна группа частиц – заряженные. Если по какой-то причине 

изменяется энергия всей рассматриваемой системы (например, по структуре 

течет ток или она нагревается вследствие другого внешнего воздействия), то 

ДДМ дополняется уравнением энергии, которое в большинстве случаев 

можно записать в виде уравнения теплопроводности. 

Уравнения, входящие в ДДМ дополняются начальными условиями и 

граничными условиями на поверхности структуры, а также на внутренних 

границах структуры, разделяющих одни ее компоненты от других. Для 
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уравнений неразрывности на внешних границах структуры обычно задаются 

либо постоянные концентрации частиц, либо их потоки. На внутренних 

границах структуры задаются условия сопряжения, например, равенство 

уровней Ферми. Граничные условия для потенциала электрического поля 

задаются в виде условий Дирихле или условий на протекающий в цепи ток на 

металлических контактах, условий Неймана – на диэлектрических 

поверхностях, условий сопряжения нормальных и тангенциальных 

компонент поля на границах раздела структуры. Граничные условия для 

уравнения теплопроводности ставятся в виде условий Дирихле (задана 

температура окружающей среды), Неймана (структура теплоизолирована), 

Ньютона (задан теплообмен с окружающей средой), смешанных или условий 

сопряжения. 

Рассмотрим пример простейшей диффузионно-дрейфовой модели для 

полупроводниковой структуры, содержащей объемные примеси обоих типов 

(доноры и акцепторы), локальное равновесие в которой нарушается с 

помощью электрического или оптического воздействия. Как отмечалось 

выше, в этом случае ДДМ содержит уравнения неразрывности для 

свободных носителей заряда, электронов и дырок, массовые балансные 

уравнения для связанных носителей заряда на примесях (например, 

электронов на донорах и дырок на акцепторах), уравнение Пуассона и 

уравнение теплопроводности: 

1 , ,

1 , ,

n n n n n n

p p p p p p

n div G R e n eD n
t e
p div G R e p eD p
t e

μ

μ

∂
= + + − = + ∇

∂
∂

= − + − = − ∇
∂

j j E

j j E
      (1.1) 

, ,D A
D D A A

n pG R G R
t t

∂ ∂
= − = −

∂ ∂
        (1.2) 

( ) ( )4 , ,D Adiv e n p n pπ ϕ∈ = − − + − = −∇E E       (1.3) 

( ), , .p T n p T T T T
Tc div G R T
t

ρ κ∂
= − + + + − = − ∇

∂
Q j j E Q     (1.4) 
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Здесь использованы следующие общепринятые обозначения: n  и p  – 

объемные концентрации свободных неравновесных электронов и дырок, Dn  

и Ap  – объемные концентрации связанных электронов на донорах и дырок на 

акцепторах, nj  и pj  – плотности объемных токов свободных электронов и 

дырок, e  – элементарный заряд, равный заряду электрона, nμ , pμ  и nD , pD  – 

объемные коэффициенты подвижности и диффузии электронов и дырок, 

связанные соотношениями [31]: 

, ,n n B p p BD k T D k Tμ μ= =          (1.5) 

Bk  – постоянная Больцмана, T  – температура решетки, kG  и kR  

( , , ,k n p D A= ) – темпы генерации и рекомбинации соответствующих 

носителей заряда, удовлетворяющие принципу детального равновесия [31] 

0,n p D A n p D AG G G G R R R R− + − − + − + =        (1.6) 

E  и ϕ  – напряженность и потенциал электрического поля, ∈ – 

диэлектрическая проницаемость структуры, ρ  – плотность, pc  – 

теплоемкость при постоянном давлении, TQ  – плотность потока энергии, Tκ  

– коэффициент теплопроводности, TG  и TR  – темпы генерации и релаксации 

энергии, div  и ∇  – операторы дивергенции и градиента в декартовых 

координатах ( , , )x y z , t  – время. Уравнения (1.1)-(1.4) записываются в 

ограниченной области Ω  с границей ∂Ω  для 0t > . 

Начальные условия для уравнений (1.1), (1.2) и (1.4) можно, например, 

принять в виде 

0 0 0 0 00 0 0 0 0
, , , , .A A A At t t t t

n n p p n n p p T T
= = = = =
= = = = =     (1.7) 

Условия на границе могут иметь весьма разнообразный вид. Для 

примера возьмем ситуацию, когда на границе заданы нормальные 

компоненты плотностей электронного и дырочного токов 0
nj  и 0

pj , 

распределение потенциала 0ϕ  и температура окружающей среды 0T : 

( ) ( )0 0
0, , , , , .n n p p nj j T Tϕ ϕ

∂Ω ∂Ω∂Ω ∂Ω
= = = =j n j n      (1.8) 
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Здесь n  – внешняя нормаль к поверхности области Ω . 

ДДМ для металлических структур содержит обычно уравнения 

неразрывности (диффузии) для нейтральных частиц, например, для атомов 

или молекул металлов, составляющих структуру. Количество уравнений на 

единицу меньше, чем количество различных компонент (или фаз) в 

структуре. В зависимости от причины изменения соотношения фаз в 

структуре, уравнения диффузии дополняются уравнением теплопроводности, 

уравнением Пуассона для потенциала электрического поля, уравнениями для 

компонент тензора термо-механических напряжений [166]. 

В главе 7 для многослойной структуры, содержащей металлические и 

полупроводниковые элементы, использовались следующие квазистацио-

нарные уравнения: 

1 2 3

1 2 3 1 2 3

0, ( , , ) ,

( , , ) ( 1,2,3), ( , , ) ,

(2 ) , .

i
T T

i i i i

j ji i
ii ij ji

j ii j j i

div x x x

i u u u

u uu uK
x x x x

σ σ σ

σ μ λ λ α σ σ μ γ
≠

= ∈Ω

= = =

⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂
= + + − = = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑

σ

σ u    (1.9) 

Здесь kσ  – вектор-столбцы, составляющие тензор термоупругих напряжений, 

u  – вектор смещений, μ , λ  и K  – безразмерные коэффициенты Ламэ и 

модуль всестороннего сжатия, α  и γ  – функции нагрузки, возникающей при 

тепловом расширении структуры и изменении её массового состава, 

зависящие от температуры и массовых долей компонент среды. На границе 

структуры задаются либо компоненты вектора смещения, либо напряжения. 

Заметим также, что если структура магнитная, то необходимо 

учитывать изменения характеристик электромагнитного поля в структуре. 

Для этого можно записать либо нестационарную систему уравнений 

Максвелла для основных характеристик поля, либо уравнений Лифшица-

Ландау для моментов, либо воспользоваться различными приближениями 

электромагнитостатики [167]. В диссертации этот вариант задач не 

рассматривается, однако разработанный численный подход применялся в 

[168] к решению системы одномерных нестационарных уравнений Лифшица-
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Ландау при численном анализе процессов перемагничивания многослойной 

металлической пленки. 

При рассмотрении процессов в многослойных структурах, содержащих 

металлы, полупроводники и диэлектрики, в каждом слое (подобласти) 

рассматривается конкретный вариант ДДМ и ставятся соответствующие 

условия сопряжения. 

В диссертации ДДМ применяется для анализа процессов переноса 

фотовозбужденных носителей заряда в полупроводниковой гетероструктуре 

с двумерным электронным газом (гл. 4), а также для моделирования 

процессов образования и миграции пор в межсоединениях электрических 

схем (гл. 7). В последнем случае рассматривается многослойная структура 

металл-диэлектрик и учитываются электро- и термомеханические изменения 

ее геометрии. 

Если при внешнем воздействии на рассматриваемую структуру 

локально изменяются не только концентрации заряженных частиц, но и их 

энергии, например, когда частота столкновений в рамках каждой подсистемы 

частиц оказывается существенно выше частоты рассеяния энергии этой 

подсистемы, то используется квазигидродинамическая модель (КГДМ). В 

ней к уравнениям для концентраций, используемым в ДДМ, добавляются 

уравнения энергии для каждой подсистемы частиц. Они также получаются из 

кинетического уравнения Больцмана для функции распределения частиц по 

скоростям с помощью метода моментов. В рамках этой модели для 

характеристики внутренней энергии подсистемы частиц часто используют 

представление об эффективной температуре этой подсистемы, поэтому КГД 

модель в этом случае иногда называют многотемпературной. 

Если при внешнем воздействии на структуру локально изменяются не 

энергии, а импульсы частиц, то записывается другой вариант 

квазигидродинамической модели, в котором наряду с уравнениями 

неразрывности рассматриваются уравнения движения, записанные либо 

относительно имульсов частиц, либо относительно их скоростей. В случае 
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изменений концентраций, импульсов и энергий частиц используется полная 

гидродинамическая модель [157]. В диссертации эти модели не 

рассматриваются, однако предлагаемые ниже численные подходы можно 

распространить и на этот случай. 

В полупроводнике обычно рассматривают уравнения для плотности 

энергии электронов и дырок или чаще для неравновесной электронной 

(дырочной) температуры, а также уравнение для полной энергии структуры, 

которое можно записать в виде уравнения теплопроводности. 

В гл. 6 диссертации исследуется двух- и трехтемпературный варианты 

КГД модели для кремниевой структуры. Поэтому в дополнение к уравнениям 

(1.1), (1.3), (1.4) в этом случае добавляются одно или два уравнения для 

плотностей энергии электронов и дырок 3
2n B nw nk T=  и 3

2p B pw pk T=  ( nT  и pT  

– температуры неравновесных электронов и дырок): 

, ,

, .

n
n n n n n n

p
p p p p p p

w div G R n D n
t

w
div G R p D p

t

μ

μ

∂
= − + − = + ∇

∂
∂

= − + − = + ∇
∂

Q Q E

Q Q E

� � ��

� � ��
    (1.10) 

Здесь nQ  и pQ  – плотности потоков энергии электронов и дырок, nμ� , pμ�  и 

nD� , pD�  – объемные коэффициенты дрейфа и диффузии плотности энергии 

электронов и дырок, ,n pG G� �  и ,n pR R� �  – темпы генерации и релаксации 

плотности энергии электронов и дырок. Начальные условия для уравнений 

(1.10) вытекают из (1.7). Граничные условия аналогичны (1.8): 

( ) ( )0 0, , , .n n p pQ Q
∂Ω ∂Ω
= =Q n Q n       (1.11) 

В заключение пункта отметим, что ДД и КГД модели рассматриваются 

в пространственной геометрии, имеющей от одного до трех измерений, как в 

стационарном, так и в нестационарном случаях. 
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1.1.2 Квантово-механические модели 

Для описания электронного транспорта в мезоскопических структурах 

с учетом квантовых эффектов в диссертации используются три модели. 

Первая модель базируется на кинетическом уравнении Фоккера-Планка [33, 

156-158] для симметричной части функции распределения электронов по 

энергии ( ),f t ε  в нуль-мерном приближении: 

{ } { } { }( ) ( ) 0.f fA B f G f R f S f
t

ε ε
ε ε

∂ ∂ ∂⎧ ⎫+ + + − + =⎨ ⎬∂ ∂ ∂⎩ ⎭
   (1.12) 

Здесь ( )A ε , ( )B ε  – нелинейные интегральные коэффициенты, зависящие от 

энергии ε  явным образом, { }G f  и { }R f  – генерационное и релаксационное 

слагаемые (также содержащие интегралы от f ), { }S f  – интеграл 

столкновений, 0t >  – время, 0ε >  – энергия, отсчитываемая от дна зоны 

проводимости. 

Стационарное уравнение (1.12) применяется в гл. 3 для моделирования 

явления низко-температурного примесного пробоя в полупроводниках типа 

GaAs. Оно учитывает диффузию и дрейф электронов в самосогласованном 

электрическом поле, процессы ударной ионизации, возбуждения и рассеяния 

электронов на примесях, а также парные электрон-электронные 

взаимодействия. Для стационарного уравнения (1.12) формулируется 

нелокальная краевая задача в ограниченной области энергий ,p Mε ε⎡ ⎤⎣ ⎦  с 

условиями: 

{ }( ) , ( ) 0.p Mf F f fε ε= =        (1.13) 

Здесь { }F f  – нелинейный функционал от f . 

Стационарную краевую задачу (1.12), (1.13) назовем моделью Фоккера-

Планка (МФП). 

Вторая модель описывает одномерный стационарный квантовый 

перенос электронов через заданный потенциальный барьер. Она базируется 

на линейном стационарном уравнении Шрёдингера и применяется в гл. 6 для 

решения задачи туннелирования электронов через потенциальный барьер на 
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границе твердое тело – вакуум. Условно назовем эту модель линейной 

моделью электронного туннельного транспорта (ЛМЭТТ). В размерном виде 

ее можно записать следующим образом: 

[ ] ( ) ( )
2

2 2
2 ( ) 0, 0, , 0, .m V x x a

x
ε

ε
ψ ε ψ ε∂

+ − = ∈ ∈ ∞
∂ =

   (1.14) 

Здесь ( )xε εψ ψ=  – волновая функция электронов с энергией ε , ( )V x  – 

потенциальный барьер, сосредоточенный в области 0 x a< < , m  – 

эффективная масса электрона, =  – постоянная Планка. Для определенности 

положим, что перенос происходит в положительном направлении слева 

направо. Положим также, что слева и справа от барьера волновая функция 

имеет вид плоской волны: 
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   (1.15) 

Здесь амплитуда падающей на барьер волны принята равной единице, что не 

ограничивает общности модели. В общей постановке задачи, когда барьер 

нельзя считать сосредоточенным на некотором конечном интервале, 

волновые амплитуды определяются решениями уравнения (1.14) с 

асимптотикой (1.15). 

Смешанные краевые условия определяются непрерывностью волновой 

функции и ее первой производной на границах барьера: 

(0) (0), ' (0) ' (0);
( ) ( ), ' ( ) ' ( ).

L L

R Ra a a a
ε ε

ε ε

ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

= =
= =

      (1.16) 

Коэффициент туннелирования ( )D ε , являющийся основной искомой 

характеристикой квантового переноса, по определению [159] равен 

отношению плотности потока в прошедшей волне к плотности потока в 

падающей волне: 
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Третья модель описывает квазистационарный электронный транспорт в 

квантовом канале полупроводниковой наноструктуры. Возникающая здесь 

задача туннелирования является нелинейной и многочастичной. Однако при 

использовании подхода Слэтера [163] и приближения Хартри-Фока [162] 

данная модель также формулируется в терминах одночастичных волновых 

функций и учитывает изменение эффективного потенциального барьера за 

счет потенциалов Хартри и обменного электрон-электронного 

взаимодействия. Также модель учитывает разделение электронных потоков 

по направлению и спину. В диссертации данная модель рассмотрена в 

одномерном случае для цилиндрически симметричной геометрии канала. Для 

данной геометрии потенциал самосогласованного электрического поля 

можно учесть в уравнениях Шрёдингера с помощью одномерной функции 

Грина. 

Данную модель назовем условно нелинейной моделью электронного 

туннельного транспорта (НМЭТТ). Запишем нелинейные уравнения 

Шрёдингера в операторной форме без подробной расшифровки конкретных 

слагаемых: 
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ψ ε ψ

ε α

∂ ⎡ ⎤+ − + = ∈⎣ ⎦∂
∈ ∞ = ± = + −

U Ψ
=    (1.18) 

Здесь ( ) ( )s xα
εψ  – волновая функция электронов с энергией ε , спином s  и 

направлением движения α , ( ) ( )s
αU Ψ  – нелинейный интегральный оператор, 

зависящий от всего набора волновых функций Ψ . Краевые задачи для 

уравнения (1.18) формулируются аналогично (1.15), (1.16). 

Рассмотренные три квантовые модели исследовались в 

пространственно нульмерном или одномерном квазистационарном случае и 
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имели дополнительную координату в энергетическом пространстве. В этом 

смысле модель Фоккера-Планка была одномерной, а обе модели 

электронного туннельного транспорта – квазидвумерные. 

Скажем также несколько слов о смешанных моделях. Во-первых, 

квазигидродинамическая модель рассматривалась в диссертации как 

отдельно, так и в комплексе с линейной моделью электронного туннельного 

транспорта при изучении процессов электронной эмиссии из кремниевого 

острийного эмиттера в вакуум (гл. 6). Во втором случае итоговая модель 

была смешанной. 

Во-вторых, при решении многомерных задач туннелирования 

приходится искать распределение потенциала самосогласованного 

электрического поля путем решения уравнения Пуассона соответствующей 

размерности. В этом случае задача становится смешанной, поскольку 

потенциал электрического поля рассчитывается во всей области структуры, 

активный квантовый слой которой имеет нанометровые размеры, а сама 

структура может иметь микронные и даже миллиметровые размеры. В такой 

ситуации ввиду сильной разномасштабности задачи методы решения 

уравнения Пуассона в активном слое обычно отличаются от методов 

решения, применяемых на макромасштабах. Для сшивки решения на границе 

активного слоя и остальной части расчетной области ставятся условия 

сопряжения на потенциал или скачок электрического поля. 

В области макромасштабов для решения уравнения Пуассона обычно 

применяется либо аппарат функций Грина, либо некоторый численный 

подход, например, метод сеток. В области микромасштабов обычно 

применяются полуаналитические модели распределения поля или 

потенциала, содержащие несколько неизвестных параметров. Например, в 

квантовом слое часто задается квазиравновесное распределение разности 

потенциалов электронной подсистемы и экранирующей ее ионной 

подсистемы. Распределение потенциала ионной подсистемы известно и 

задается, например, в форме потенциала Леннарда-Джонса [169], 
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осредненного по ансамблю атомов или молекул, составляющих квантовый 

слой. Распределение потенциала электронной подсистемы является искомой 

функцией, которая при отсутствии внешнего поля подчиняется принципу 

локального равновесия и совпадает с суммарным потенциалом ионов, а в его 

присутствии удовлетворяет условиям сопряжения поля на границе 

квантового слоя и внешней части структуры. Для этой функции подбирается 

некоторое полиномиальное представление поперек квантового слоя, 

неизвестные коэффициенты которого удовлетворяют выше указанным 

условиям. 

 

1.2 Численные методы для анализа ДД и КГД моделей 

В данном пункте рассмотрим основные численные алгоритмы, 

применявшиеся для решения поставленных в диссертации прикладных задач, 

использующих ДД и КГД модели. Прежде всего отметим, что 

обсуждающиеся ниже численные методы базируются в основном на методе 

сеток (по которому имеется обширнейшая библиография [170-236]) и 

рассматриваются в данной главе на примере решения отдельных уравнений, 

составляющих типовые компоненты используемых математических моделей. 

При этом часть модельных уравнений анализируется в стационарном случае 

(рассматриваются краевые задачи), часть – в нестационарном (начально-

краевые задачи). 

При решении дифференциальных уравнений с помощью метода сеток 

используются два его варианта: метод конечных разностей (МКР) (см., 

например, [170-212]) и метод конечных элементов (МКЭ) (см., например, 

[213-226]). Обобщением метода конечных разностей на нерегулярных сетках 

является метод конечных объёмов (МКО) (см. [188, 198, 200, 225, 227-236]). 

Метод конечных элементов является вариантом вариационных методов 

Рэлея-Рица и Бубнова-Галёркина, в котором используются конечномерные 

пространства с базисом, состоящим из финитных функций. Методы 

конечных разностей и конечных объёмов совпадают с методом Бубнова-
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Галёркина в случае линейных базисных функций и медианных контрольных 

объёмов (см. [237-246]). По существу в МКЭ дискретизируется только 

расчетная область, в МКР и МКО дополнительно дискретизируются 

дифференциальные операторы. 

В настоящее время метод конечных элементов наиболее широко 

используется при решении стационарных задач механики и теории 

упругости, поскольку позволяет использовать аппроксимации очень 

высокого порядка. В тоже время все большее число нестационарных 

эволюционных задач в областях со сложной геометрией решается методами 

конечных разностей и конечных объёмов ввиду устойчивости, простоты и 

экономичности этих методов. Эти обстоятельства позволяют ограничиться в 

данной работе рассмотрением схем, полученных в рамках МКР и МКО. 

Ниже рассматриваются численные алгоритмы решения эволюционных 

уравнений и уравнения Пуассона в областях различной размерности и формы 

на сетках различного типа, составляющие основу рассматриваемых в работе 

математических моделей механики сплошной среды. 

 

1.2.1 Проблема численного решения краевых и начально-краевых 

задач для эволюционного уравнения общего вида 

Традиционной проблемой математического моделирования 

неравновесных процессов переноса заряженных частиц в нелинейных средах 

является сильный перепад электрического и/или магнитного полей в 

отдельных подобластях расчётной области. В результате этого перепада 

концентрации частиц изменяются на порядки и даже на десятки порядков. 

Вследствие этого физического эффекта многие численные подходы 

сталкиваются с фундаментальным ограничением на величину приложенного 

к среде внешнего электрического и/или магнитного поля. Получение 

приемлемых по точности численных результатов в условиях сильно 

неоднородного распределения поля достигается несколькими способами. 
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Первый способ состоит в получении аналитического решения в 

областях простой формы в условиях слабой нелинейности и использовании 

набора таких решений в качестве базиса для представления искомой функции 

в более сложных ситуациях. Второй способ связан с построением адаптивной 

локально сгущающейся пространственной сетки, позволяющей выделить 

области сильного изменения электрического и/или магнитного полей. При 

этом в нестационарной задаче может применяться перестроение сетки при 

переходе на очередной слой по времени. В дополнение к этим двум способам 

может применяться увеличение размерности сетки в расчёте на 

распараллеливание вычислений. 

Последние два способа (использование подробной адаптивной сетки и 

параллельных вычислений) представляются наиболее универсальными, 

поскольку имеют ограничения лишь по величине доступных 

вычислительных ресурсов. Однако они предполагают, что вычисления 

проводятся по устойчивым сеточным схемам. 

В случае расчётных областей прямоугольной формы известно 

множество конечно-разностных методов решения уравнений типа конвекция-

диффузия. Основной задачей при построении таких методов является 

получение на сетке всего спектра свойств, которыми обладает 

дифференциальное решение. То есть разностная схема должна быть не 

только устойчивой и сходящейся к дифференциальному решению, но и 

проявлять такие фундаментальные свойства как консервативность и 

монотонность (в сильном или слабом смысле в зависимости от вида 

дифференциального уравнения). Для эволюционных уравнений 

параболического типа и их стационарных вариантов примером таких схем 

могут служить однородные консервативные монотонные схемы А.А. 

Самарского [247], а также слабо монотонные консервативные схемы Е.И. 

Голанта [248] и Н.В. Кареткиной [249]. В настоящей работе предложены их 

обобщения на случай различной размерности и конкретного вида 

эволюционных уравнений, а также применения сеток различного типа. 
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Рассмотрим в некоторой ограниченной области D  трехмерного 

евклидова пространства модельное эволюционное уравнение общего вида 

, , 0,u Lu f D t
t

∂
= + ∈ >

∂
r        (1.19) 

( ) ( ), ,Lu div u u u qu≡ ∇ + + ∇ −K E F               (1.201) 

матричные, векторные и скалярные коэффициенты которого { } , 1,2,3
Kαβ α β=

=K , 

( )TEα=E , ( )TFα=F  ( 1,2,3α = ), q  и f  зависят от пространственных 

координат ( )1 2 3, ,x x x=r , времени t  и неизвестной функции u . В (1.19) div  и 

∇  – операторы дивергенции и градиента в декартовых координатах, ( , )⋅ ⋅  – 

скалярное произведение в трехмерном пространстве. Будем предполагать, 

что уравнение (1.19) сохраняет параболический тип в области max(0, ]D t× ). 

Для этого достаточно равномерной эллиптичности оператора L  (см., 

например, [250, 251]). В частности, если выполнены условия 

( ) 2 3
0, 0, 0, ,k≥ > ≠ ∈Kξ ξ ξ ξ ξ \  

(где 0k  – некоторая константа, которая не зависит от координат, времени и 

значений искомой функции), то равномерная эллиптичность L  имеет место, 

и уравнение (1.19) сохраняет параболичность во всей области. 

Для уравнения (1.19) ставится следующая начально-краевая задача: 

00
( ), ;

t
u u D

=
= ∈r r         (1.21) 

( )1 2 3, , , 0.g u u g u g D t∇ + + = ∈∂ >K E n r             (1.221) 

Здесь 0 ( )u r  – начальное распределение искомой функции ( ),u tr , 

коэффициенты ig  могут зависеть от u  и удовлетворяют условию 
2 2
1 2 0,g g D+ > ∈∂r ; D∂  – кусочно-гладкая граница области D , n  – вектор 

внешней нормали к границе. В случае прямоугольной области D  вместо 

условий (1.221) на границе области могут использоваться периодические 

условия (обозначим их условно (1.222)) или обобщенные дополнительные 

условия вида 
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( ), ; , , 0,t u g D tΦ = ∈∂ >r r                (1.223) 

где ( ), ;t uΦ r  – некоторый линейный или нелинейный функционал от u , а g  

– функция координат, времени и решения, определенная на границе области 

D . Примером условий (1.223) могут служить так называемые интегральные 

условия: 

( ) ( ), ', ; ' , ; , , 0.
D

t u d g t u D tφ = ∈∂ >∫ r r r r r              (1.224) 

Основным требованием к задаче (1.19)-(1.22) является существование 

классического единственного решения на временном интервале max(0, ]t . Для 

этого достаточно кусочной непрерывности по совокупности переменных 

всех исходных данных задачи [250, 251]. 

Перед обсуждением дискретизации уравнения (1.19) и для учёта 

экспоненциального характера его решения, определяющегося полями E  и F , 

преобразуем пространственный оператор L . Для этого введем следующие 

векторные, матричные и скалярные переменные: 

( ) ( ) ( )

( )

( )

0

1 1

, 1,2,3, 1,2,3

, ,

, , exp , 1,2,3,

, ,

, , ,

T T T

x
T

x

E F

V V G u G E dx

K
G x

q q

α

α

α α

α α α α α

αβ
αβ

β α α βα β

α

δ

− −

==

≡ = ≡ =

⎡ ⎤
≡ = = =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

= = +

∫

E K E F K F

V

K D

W KDV F E

� � � �

�

�

� ��

   (1.23) 

где 0 0 0
1 2 3( , , )x x x  – произвольная конечная точка пространства, в том числе одна 

из точек области D , αβδ  – δ -функция Кронекера. Тогда оператор (1.201) 

можно переписать в следующем виде: 

( ) ( ) ( ), , ,Lu div qu div qu≡ + − ≡ + −W F W KDV F KDV� � � �� �            (1.202) 

Это представление будет использоваться ниже при дискретизации задачи 

(1.19)-(1.22). Нетрудно показать, что преобразования (1.23) не накладывают 

дополнительных ограничений на коэффициенты задачи. 



 39

При разработке сеточных численных методов решения задачи (1.19)-

(1.22) независимо от пространственной размерности и наличия или 

отсутствия нелинейности используется интегро-интерполяционный метод 

[188, 200], который применяется как на ортогональных декартовых сетках (в 

том числе неравномерных), так и на нерегулярных треугольных и 

тетраэдральных сетках (как квазиравномерных, так и локально-

сгущающихся). Рассмотрим последовательно все варианты предлагаемого 

численного алгоритма. 

 

1.2.2 Схемы экспоненциальной подгонки на декартовых сетках 

Как уже отмечалось, сеточные аппроксимации уравнений типа 

«конвекция-диффузия», к которым относится (1.19), известны давно. Так, в 

работе А.А. Самарского [247] рассмотрена методика построения 

консервативных монотонных разностных схем на ортогональной декартовой 

сетке для стационарного и нестационарного вариантов уравнения (1.19) для 

диагонального тензора K  и 0=E . В этой работе предложена так называемая 

регуляризированная монотонная схема, имеющая второй порядок 

аппроксимации по пространственным переменным. С помощью принципа 

максимума доказана абсолютная устойчивость и сходимость 

регуляризированной схемы к дифференциальному решению со вторым 

порядком точности по пространству. В [188, 200] регуляризированная схема 

обобщена на случай цилиндрически и сферически симметричной геометрии 

задачи. 

В работе Е.И. Голанта [248] рассматривались обобщения 

регуляризированной схемы А.А. Самарского на ортогональной сетке для 

диагонального тензора K  и двух вариантов одномерного уравнения (1.19): 

когда 0, 0≡ ≠E F  и когда 0, 0≠ ≡E F . Для этих вариантов были предложены 

варианты схемы А.А. Самарского в исходном и сопряженном пространствах. 

Методика исследования устойчивости и сходимости предложенных схем 

опиралась на использование принципа максимума для сопряженного 
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разностного уравнения. Кроме того, было предложено обобщение 

построенных схем на произвольную размерность пространства и общий вид 

сеточного уравнения 2-го порядка. 

Отметим далее, что подход, разработанный А.А. Самарским и Е.И. 

Голантом не использовал преобразования (1.23). В отличие от этих работ в 

статье Н.В. Кареткиной [249] такое преобразование проводилось. В ней был 

рассмотрен случай нестационарного уравнения (1.19) с диагональным 

тензором K  и 0≡F . Предложенные в работе Н.В. Кареткиной разностные 

схемы фактически являются обобщением на нестационарный и многомерный 

случай схем экспоненциальной подгонки [252], широко применяющихся при 

решении краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Построенные в [249] аппроксимации отличаются от [247, 248] и 

удовлетворяют лишь слабому принципу максимума. Однако этого 

достаточно, чтобы доказать существование и единственность разностного 

решения, а также устойчивость и сходимость схем к дифференциальному 

решению со вторым порядком по пространственным переменным. 

Дополнительно в [249] был рассмотрен вопрос реализации построенных схем 

с помощью метода немонотонной прогонки (он будет обсуждаться ниже в 

п.1.3 в связи с параллельной реализацией). 

В настоящей диссертации было предложено естественное и очевидное 

объединение схем А.А. Самарского и Н.В. Кареткиной на случай 0, 0≠ ≠E F  

(см. [A27]). При этом аппроксимация экспоненциальных членов несколько 

отличалась от предложенной в [249]. Кроме того, было предложено в случае 

диагонального тензора K  использовать локально-одномерные схемы 

обобщенной экспоненциальной подгонки. В работе [A42] было также 

показано, что схемы обобщенной экспоненциальной подгонки можно 

реализовать и на нерегулярных сетках, например, треугольных и 

тетраэдральных (см. п. 1.2.1.2), и этому не препятствует наличие смешанных 

производных. 
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Для иллюстрации разработанного численного подхода в случае 

ортогональных декартовых сеток рассмотрим стационарное уравнение (1.19) 

в области ( ){ }1 2 3, , : 0 1, 1,2,3D x x x xα α= < < = : 

, .Lu f D= − ∈r          (1.24) 

В качестве граничных условий рассмотрим условия Дирихле: 

( ), .u g D= ∈∂r r          (1.25) 

Для аппроксимации задачи (1.24), (1.25) на произвольной 

ортогональной неравномерной сетке 
1,2,3

ˆ xα
α

ω
=

Ω = ∏  будем использовать 

представление оператора L  в форме (1.202). Его можно записать подробно: 

1,2,3 1,2,3 1,2,3 1,2,3
,

V V
Lu K F K qu

x x x
β β

αβ α αβ
α β α βα β β= = = =

⎛ ⎞∂ ∂∂
≡ + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑� � � �   (1.26) 

Используя методику [198] для аппроксимации смешанных 

производных, методику [247, 248] для аппроксимации недивергентных 

слагаемых и методику [249] для аппроксимации экспоненциальных 

представлений, можно получить сеточную задачу вида 

, \ ,h h h hL y f= − ∈Ω ∂Ωr        (1.27) 

( ), .h h hy g= ∈∂Ωr r         (1.28) 

Здесь hy , hf  и hL  – сеточные аналоги функций u , f  и оператора L  на Ω , hr  

– узлы сетки, ∂Ω  – граничные узлы сетки. Для hL  на полном 27-ми точечном 

нерегулярном шаблоне получаем следующее выражение, записанное в 

безиндексной форме: 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

, , , , , ,ˆ
1,2,3

ˆ, , , , , ,ˆ

, 1,2,3, ˆ, , , , , ,ˆ

1
2

1 ,
4

h h h h x h h xx x

h h x h h xx x
h h

h h x h h xx x

L y K V K V

K V K V
q y

K V K V

α α
α α

β β
α α

β β
α α

αα α αα α
α

αβ β αβ β

α β α β
αβ β αβ β

=

= ≠

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

�

� �

� �

�
   (1.29) 

где ,hK αβ
� , , ,h h hV G yα α=  и hq�  – разностные аналоги соответствующих 

непрерывных функций, , ,h hK Kαβ α αβχ±= � , ( ) 1
,1 hR Fα α α αχ −± ±= + ± �=  – поправки 
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к диагональным компонентам тензора, полученные по аналогии с [247, 248] в 

которых ( )( 1)
, ,0.5 h hR F h F hα α α α α
+ + −= −� � , ( ), , ,0.5h h hF F Fα α α

± = ±� � � . Функции ,hG α  в 

отличие от [249] аппроксимируются по формуле трапеций: 

( ) ( ) ( )
, , ,

0
exp

i
i j j

h h h
j

G G E
α

α α α

α

α αα α
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥≡ =
⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ � = . 

Заметим, что в качестве точки 0 0 0
1 2 3( , , )x x x  выбрано начало координат. 

Сделаем далее замечание относительно аппроксимации на границе в 

случае других типов граничных условий. Условия Неймана и Ньютона 

(входят в (1.221)) обычно аппроксимируются со вторым порядком по 

пространственным координатам. Для этого на границе записывается аналог 

(1.29), учитывающий граничные условия. Если задача периодическая, то 

никаких отличий от задачи Дирихле не возникает. Если используются 

обобщенные граничные условия (1.223), содержащие функционалы, то здесь 

возникает вопрос об аппроксимации функционалов со вторым порядком 

точности по пространственным переменным. Например, если эти условия 

можно записать в виде интегралов (1.224), то для их аппроксимации 

используются квадратурные формулы необходимого порядка точности. 

Реализация схемы (1.27), (1.28) в линейном случае осуществляется 

методами решения линейных алгебраических систем, обсуждаемыми в гл. 2. 

В нелинейном случае для реализации схемы (1.27), (1.28) предлагается 

использовать метод простой итерации по нелинейности: 
1

, \ , 0,1,2,...;

( ), , 0.

s s s s

s h h hh h h h

s

h hh

y y L y y f s

y g s

τ
+ ⎛ ⎞⎡ ⎤= + + ∈Ω ∂Ω =⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

= ∈∂Ω ≥

r

r r

  (1.30) 

Здесь sτ  – параметры метода, 
s

h hL y⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 – оператор hL  на s-ой итерации. В 

качестве начального приближения можно выбрать любую ограниченную 

функцию, удовлетворяющую граничным условиям задачи. На каждой 
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итерации (1.30) возникает линейная алгебраическая задача, решение которой 

также рассматривается в гл. 2. 

Из общей теории решения систем нелинейных алгебраических 

уравнений следует (см., например, [253, 254]) утверждение: 

Утверждение 1.1. При наличии у исходной задачи (1.27), (1.28) 

единственного ограниченного решения и выполнения условий 

[ ]
*

1, 0,

,
s

h h

s
hs

C

s s
h h h hh h

h y

E A q s

A L y L y y
y

ξ

τ

=

− ≤ < ≥

⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂
≡ − − ⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

     (1.31) 

итерационный процесс (1.30) сходится в норме ( )C Ω  к решению задачи 

(1.27), (1.28) со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q . 

В (1.31) 
*

hy  – точное решение сеточной задачи, [ ]h h
h

L y
y
∂
∂

 – оператор 

производных от [ ]h hL y , 
s

hA  – положительно определенный оператор вблизи 

корня 
*

hy , 
s

hξ  – вектор, обращающий приближенное разложение в ряд 

Тейлора 

[ ]
* *s s

h h h hh h h h
h

L y L y L y y y
y

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂
≈ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

в равенство. 

Доказательство утверждения 1.1 следует из принципа сжимающих 

отображений [253, 254]. 

Заметим, что использование метода Ньютона при решении задач 

рассматриваемого класса не всегда оправдано, поскольку он очень трудоемок 

в реализации и может иметь более жесткие по сравнению с (1.31) условия 

сходимости. 

Рассмотрим вопрос о порядке аппроксимации схемы. Действуя 

аналогично [198] можно показать, что разностная схема (1.27), (1.28) с 
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сеточным оператором (1.29) аппроксимирует задачу (1.24), (1.25) с 

непрерывным оператором (1.26) с порядком ( )2 2 2
1 2 3O + += = = . Если учесть 

сказанное про методику аппроксимации при других типах граничных 

условий, то легко понять, что и в этих случаях порядок аппроксимации не 

изменится. 

Рассмотрим далее вопрос об устойчивости и сходимости построенной 

разностной схемы. Прежде всего, отметим, что устойчивость и сходимость 

схемы (1.27), (1.28) зависит от вида нелинейности. В частности, если 

исходная задача (1.24), (1.25) линейная, и все коэффициенты являются 

ограниченными кусочно-непрерывными функциями своих аргументов, то с 

помощью объединения методик [198] и [248] можно показать, что разностная 

схема (1.27), (1.28) устойчива и сходится к решению дифференциальной 

задачи (1.24), (1.25) со скоростью ( )2 2 2
1 2 3O + += = =  в норме ( )1

2W Ω . Можно 

доказать такую же скорость сходимости в норме ( )C Ω , если использовать 

теоремы вложения [198] или принцип максимума для сопряженного 

уравнения [248]. Результат можно распространить на случай граничных 

условий других типов (Неймана, Ньютона, смешанных, периодических, 

интегральных). 

При наличии ограниченной нелинейности коэффициентов 

дифференциальной задачи (1.24), (1.25) результат предыдущих рассуждений 

не изменится, однако доказать его в каждом конкретном случае будет 

достаточно сложно. Здесь не будем рассматривать данный вопрос, поскольку 

ниже он исследуется для более общего случая нерегулярных сеток. 

Суммируя сказанное можно сформулировать следующую теорему. 

Теорема 1.1. Разностная схема (1.27) с граничными условиями общего 

вида и сеточным оператором (1.29) устойчива и сходится к точному 

решению дифференциальной задачи (1.24), (1.21) с пространственным 
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оператором (1.26) со скоростью ( )2 2 2
1 2 3O + += = =  в норме ( )1

2W Ω , если 

выполнены следующие условия: 

1) коэффициенты исходной дифференциальной задачи (1.24), (1.21) 

ограничены и кусочно-непрерывны по совокупности переменных в 

рассматриваемой области D , а их производные в области непрерывности 

ограничены; 

2) решение дифференциальной задачи (1.24), (1.21) существует, единственно 

и является достаточно гладким в области D ; 

3) шаги сетки удовлетворяют неравенствам: 
0

,max0 , 1,2,3,h hα α α< < =        (1.32) 

где 0hα  – положительные константы, независящие от шагов сетки. 

Заметим, что под достаточной гладкостью решения подразумевается 

существование у него непрерывных производных такого порядка, чтобы 

погрешность аппроксимации имела указанный в теореме вид. В данном 

случае достаточно существования в D  ограниченных четвертых 

производных искомой функции по совокупности пространственных 

переменных. 

По указанным выше причинам доказательство теоремы проводить не 

будем. Отметим только, что оно проводится с помощью комбинации 

априорных оценок погрешности разностного решения и погрешности 

аппроксимации в сеточных нормах ( )1
2W Ω  и ( )C Ω  [198]. Ограничения на 

шаги связаны с тем, что возмущенная квадратичная форма ( ),Kξ ξ  (где 

{ }, , 1,2,3
/K Gα β β α β=

=K  должна быть равномерно положительно определена в 

узлах сетки Ω . 

Перейдем к конкретным применениям построенной схемы. 

Рассмотрим одномерный вариант схемы экспоненциальной 

подгонки. Для этого возьмем в качестве D  отрезок [0,1] и запишем краевую 

задачу для одномерного стационарного уравнения конвекции-диффузии: 
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, 0 1,d du duk Eu F qu f x
dx dx dx

⎛ ⎞+ + − = − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (1.33) 

с тремя типами граничных условий: 
2 2( ) '( ) , 0, , 0, 1;m m m m m m m mu x u x x m mη θ μ η θ+ = + ≠ = =           (1.341) 

(0) (1), (0) (1);u u u u′ ′= =                (1.342) 

0 0 1 1( ) , ( ) .u c u cΦ = Φ =                 (1.343) 

Здесь , , , ,k E F q f  – функции, которые могут зависеть от x  и u , , ,m m mη θ μ  – 

параметры, которые могут зависеть от решения, ( )m uΦ  – линейные или 

нелинейные функционалы по u . 

Результирующая конечно-разностная схема экспоненциальной 

подгонки во внутренних узлах неравномерной сетки ˆ xω  имеет следующий 

вид: 

1 1 1 1
1/2 1/2

1/2 1 1/2

1 .i i i i i i i i
h i i i i i i

i i i i i

y G y G y G y GL y k k q y f
G h G h

+ + − −
+ −

+ + −

⎛ ⎞− −
≡ − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
� � �

=
          (1.35) 

Здесь используются следующие стандартные обозначения: i  – индекс узлов 

сетки (0 i N< < ), ih , 1ih + , 10.5( )i i ih h += +=  – шаги сетки. Коэффициенты 

уравнений (1.35) имеют следующий вид: 

( ) ( )

( ) ( )

11/2
1/2 1

1/2

1/2 1

1
1/2

0 1

, 1 , 0.5 ,

0.5 , , 0.5 ,

2exp , , ,

i
i i i i i i i i i i i

i

i
i i i i i i i

i

i
j i i i i

i j i i i
j j i i i

kk R F R F h F h
G

FF F F F G G G
k

E k k F EG k q q
k k k k

χ χ −± ± ± + −±
± +

±

±
± ±

±
±

= ±

= = + ± = −

= ± = = +

⎧ ⎫⎪ ⎪= = = +⎨ ⎬ +⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

� � � �=

� � � �

�=

 (1.36) 

где ( , )i i if f x y= , ( , )i i iq q x y= , ( , )i i ik k x y= , ( , )i i iE E x y= , ( , )i i iF F x y=  – 

значения соответствующих функций на сетке с учетом нелинейности. 

Отметим, что при реализации вычисление функций iG  не требуется. Вместо 

этого в расчетных формулах фигурируют отношения 1 /i iG G+ , которые легко 

вычисляются: 
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1 1
1

1
exp , 0,..., 1.i i

i
i i

G E i N
G k
+ +

+
+

⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
=  

Схема (1.35) дополняется сеточными аналогами условий (1.34). При 

этом в случае условий 2-го или 3-го рода в соотвествующем граничном узле 

записывается уравнение (1.33) с учетом этих условий, чтобы получить 

второй порядок аппроксимации и в граничном узле. В случае 

функциональных условий (1.343) используются сеточные аналоги 

функционалов. Вычисление решения производится методом прогонки 

(подробнее см. п. 1.3). 

Далее рассмотрим нестационарный вариант задачи (1.19)-(1.22) с 

оператором (1.26). В этом случае можно построить следующую 

нестационарную схему экспоненциальной подгонки с весами 

( )[ ]

00

ˆ ˆˆ ˆ 1 , \ , 0,

( ), ,

h h
h h h h h h h

h h ht

y y L y f L y f t

y u

σ σ
τ

=

− ⎡ ⎤= + + − + ∈Ω ∂Ω >⎣ ⎦

= ∈Ω

r

r r
 (1.37) 

дополненную соответствующими граничными условиями. Здесь 

ˆ ( )h hy y t τ= + , ( )h hy y t≡  (то же относится и к другим функциям), [0,1]σ ∈  – 

вес схемы, оператор hL  определен в (1.29). 

Для реализации нелинейного варианта схемы с весами (также как и для 

стационарной задачи) предлагается использовать метод простой итерации: 

( ) [ ]
1

1

0

ˆ ˆˆ ˆ 1 ,

ˆ0,1,2,..., ,

s
s s

hh
h h h h h hh h

hh

y y L y y f L y y f

s y y

σ σ
τ

+
+− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

= =

   (1.38) 

где в качестве параметра метода выступает шаг по времени τ . 

Исследование сходимости итераций (1.38) приводит к следующему 

утверждению. 

Утверждение 1.2. При наличии у задачи (1.37) единственного 

ограниченного решения на каждом временном слое и выполнения условий 
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[ ]

1

*

ˆ 1, 0,

ˆ ,
s

h h

s s
hh h

C

s
h h h h

h y

E L y A q s

A L y y
y

ξ

τσ

τσ

−

=

⎛ ⎞⎡ ⎤
− ≤ < ≥⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
≡ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

     (1.39) 

итерационный процесс (1.38) сходится в норме ( )C Ω  к решению задачи 

(1.37) на каждом временном слое со скоростью геометрической прогрессии 

со знаменателем q . 

В (1.39) 
*
ˆhy  – точное решение задачи (1.37) на верхнем слое, 

s

hξ  – вектор, 

обращающий приближенное разложение в ряд Тейлора 

[ ]
* *

ˆ ˆ ˆ ˆ
s s

h h h hh h h h
h

L y L y L y y y
y

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞∂
≈ + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

в равенство. Доказательство сходимости, как и выше, опирается на принцип 

сжимающих отображений [253, 254]. 

Для схемы (1.37) можно доказать следующую теорему. 

Теорема 1.2. Разностная схема (1.37) с граничными условиями общего 

вида и сеточным оператором (1.29) устойчива и сходится в норме 

( ) ( )2 tL C ωΩ ×  к точному решению дифференциальной задачи (1.19)-(1.22) с 

пространственным оператором (1.26) со скоростью ( )2 2 2
1 2 3O γτ+ + += = =  

(где 1γ = , если 0.5σ ≠ , и 2γ = , если 0.5σ = ), если выполнены следующие 

условия: 

1) коэффициенты исходной дифференциальной задачи (1.18), (1.20), (1.21) 

ограничены и кусочно-непрерывны по совокупности переменных в 

рассматриваемой области max(0, ]D t× , а их производные в области 

непрерывности ограничены; 

2) решение дифференциальной задачи (1.19)-(1.22) существует, единственно 

и является достаточно гладким в области max(0, ]D t× ; 

3) шаги сетки удовлетворяют неравенствам: 
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0
,max

,min

0 , 1,2,3;

1, 1,
0 min ,

2, 0 1,

h h

C h

α α

β
σ αα

α

σ
τ β

σ

< < =

=⎧
< < = ⎨ ≤ <⎩

     (1.40) 

где 0 ,h Cα σ  – положительные константы, независящие от шагов сетки. 

Доказательство теоремы в линейном случае можно провести методом 

энергетических неравенств [188, 198, 200]. Для этого необходимо записать 

задачу для погрешности разностного решения и провести необходимые 

оценки, используя ограниченность разностного и дифференциального 

решения, а также соответствующих производных последнего. 

В нелинейном случае для явной схемы применяется методика, 

использующаяся в линейном случае. Для значений 0σ >  необходимо 

сначала доказать ограниченность разностного решения на новом слое, а 

затем рассмотреть задачу для погрешности разностного решения с учетом 

нелинейности. При этом также можно использовать энергетический метод. 

Такая комбинированная методика применялась автором в работах [255-259]. 

В случае диагонального тензора K  можно предложить использовать 

локально-одномерные схемы экспоненциальной подгонки. Приведем 

пример ЛОС на базе неявной схемы первого порядка точности по времени. В 

этом случае можно использовать два варианта – полностью нелинейные и 

линейные полуявные схемы: 
(1)

(1) (1)
,1

(2) (1)
(2) (2)

,2

(3) (2)
(3) (3)

,3

(3)

ˆ 1 ˆˆ ˆ(1 ) ,
3

ˆ ˆ 1 ˆˆ ˆ(1 ) ,
3

ˆ ˆ 1 ˆˆ ˆ(1 ) ,
3

ˆ ˆ , \ , 0,

h h
h h h h h

h h
h h h h h

h h
h h h h h

h h h

y y L y y y f

y y L y y y f

y y L y y y f

y y t

σ σ
τ

σ σ
τ

σ σ
τ

− ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦

− ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦

− ⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦

= ∈Ω ∂Ω >r

    (1.41) 

где функции ( )
hy α  играют роль промежуточных значений решения и 

находятся с помощью решения серии одномерных задач, операторы [ ],hL α ⋅  

имеют вид (1.34) по соответствующей координате и в сумме составляют 
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оператор [ ]hL ⋅ , вес 0σ =  или 1. Начальные условия для схемы (1.41) 

совпадают с условиями для схемы (1.37). 

Схема с весом 0σ =  – линейная и реализуется с помощью комбинации 

прогонок. Схема с весом 1σ =  – нелинейная. Для каждого из этапов 

нелинейной схемы приходится использовать итерационный процесс, 

например, аналогичный (1.38). Сходимость итераций гарантируется 

утверждением, аналогичным Утв. 1.2. Заметим также, что для обеспечения 

лучшей устойчивости и сходимости порядок применения одномерных 

операторов следует менять от шага к шагу (например, 1-2-3 на нечетном шаге 

и 3-2-1 – на четном) [210]. 

Обе схемы (1.41) имеют порядок суммарной аппроксимации 

( )2 2 2
1 2 3O τ+ + += = = . Для них справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.3. Разностные схемы (1.41) с граничными условиями общего 

вида и сеточным оператором (1.29) устойчивы и сходятся в норме 

( ) ( )2 tL C ωΩ ×  к точному решению дифференциальной задачи (1.18), (1.20), 

(1.21) с пространственным оператором (1.26) со скоростью 

( )2 2 2
1 2 3O τ+ + += = = , если выполнены следующие условия: 

1) коэффициенты исходной дифференциальной задачи (1.18), (1.20), (1.21) 

ограничены и кусочно-непрерывны по совокупности переменных в 

рассматриваемой области max(0, ]D t× , а их производные в области 

непрерывности ограничены; 

2) решение дифференциальной задачи (1.18), (1.20), (1.21) существует, 

единственно и является достаточно гладким в области max(0, ]D t× ; 

3) шаги сетки удовлетворяют неравенствам: 
0

,max

,min

0 , 1,2,3;

0 min ,

h h

C h
α α

σ αα

α

τ

< < =

< <
       (1.42) 

где 0 ,h Cα σ  – положительные константы, независящие от шагов сетки. 
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Если необходимо рассчитать существенно нестационарный процесс, 

вместо локально одномерной схемы (1.41), имеющей первый порядок 

точности по времени, лучше всего выбрать семиэтапную схему 

двуциклического расщепления [210]: 

( ) ( )

( )
( ) ( )

/8 ( 1)/8
/8 ( 1)/8

,

5/8 3/8

(5 )/8 (4 )/8
(5 )/8 (4 )/8
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1 1 ˆ , 1,2,3,
4 2

1 ˆ ,
2

1 1 ˆ , 1,2,3,
4 2

j j
j jh h

h h h h h

j j
h h

h h

j j
j jh h

h h h h h

y y L y y y y

y y f f

y y L y y y y

α α
α α

α

α α
α α

α

α
τ

τ

α
τ

+ + −
+ + −

+ +

+ + + +
+ + + +

−

− ⎡ ⎤= + + =⎢ ⎥⎣ ⎦
−

= +

− ⎡ ⎤= + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

(1.43) 

имеющую второй порядок аппроксимации по времени и безусловно 

устойчивую в норме ( )2 tL ωΩ× . Реализация и анализ сходимости схемы 

(1.43) проводятся также, как и для схемы (1.41). 

Рассмотрим кратко случай криволинейной области D  и применения 

аппроксимаций на нерегулярной сетке Ω , не являющейся произведением 

сеток по отдельным пространственным направлениям. В этой ситуации 

можно использовать методику аппроксимации оператора (1.29) на 

нерегулярном шаблоне, предложенную в [188, 198, 200]. В итоге мы получим 

схемы экспоненциальной подгонки на нерегулярной сетке. При этом 

необязательно выбирать точку 0 0 0
1 2 3( , , )x x x  внутри области D , поскольку 

соответствующая часть интеграла в реальных вычислениях не понадобится. 

Альтернативным подходом является метод фиктивных областей (см., 

например, [209]). Для реализации схем экспоненциальной подгонки в рамках 

данного подхода достаточно доопределить в фиктивных областях уравнение 

(1.18) уравнением типа Лапласа с соответствующими ненулевыми 

диагональными компонентами тензора K . 

В заключение пункта отметим, что предложенные обобщенные схемы 

экспоненциальной подгонки имеют большие перспективы при решении 

линейных и нелинейных задач электро- и магнитодинамики в 

параболическом приближении. Преимуществом схем является то, что 
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ограничение сверху на величину ( )max hδ = E  (максимум произведения 

шага пространственной сетки на величину нормированного модуля 

электрического или магнитного поля), которое имеют любые разностные 

схемы, для схем экспоненциальной подгонки существенно ниже. Например, 

при увеличении δ  до единицы и более большинство схем начинает быстро 

деградировать по точности, а некоторые теряют устойчивость. 

Экспоненциальные же схемы устойчиво работают и при больших δ  (до 150-

300 единиц при вычислениях с двойной точностью) ввиду их 

консервативности и слабой монотонности. Последнее было 

продемонстрировано в работе [A7] при решении задачи о динамике 

фотоиндуцированных зарядов в полупроводниковой гетероструктуре (см. гл. 

3). Указанный предел величины δ  можно повысить до 30000 и более, если 

проводить вычисления с четверной точностью, которая аппаратно 

реализована в рамках новой 64-битной платформы вычислительных систем. 

Недостатком представленных схем экспоненциальной подгонки было 

отсутствие обобщения на случай нерегулярных областей и нерегулярной 

сетки. В частности, автору не были известны их аналоги для треугольных и 

тетраэдральных сеток. Восполнить этот пробел удалось в работе [A42], в 

которой построены схемы экспоненциальной подгонки для случая 

произвольной нерегулярной треугольной сетки и отмечена возможность 

распространения результата на случай тетраэдральной сетки, а также 

проведён теоретический анализ схем и определены условия их устойчивости 

и сходимости. Эти результаты рассматриваются в следующем пункте. 

Следует также отметить, что представленные варианты 

экспоненциальных схем на ортогональных декартовых сетках можно 

применить и в случае недекартовых систем координат (цилиндрической, 

сферической, обобщенной ортогональной) и соответствующих сеток. 

Принципиальным моментом при этом является свойство ортогональности 

используемых сеток. 
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Случай неортогональных криволинейных координат и соответственно 

неортогональных сеток примыкает к вопросу о реализации предложенных 

экспоненциальных схем на нерегулярных сетках, рассматриваемому ниже. 

 

1.2.3 Схемы экспоненциальной подгонки на нерегулярных 

треугольных сетках 

В данном пункте представлены варианты схем экспоненциальной 

подгонки для случая нерегулярной расчетной области и использования для 

аппроксимаций нерегулярных треугольных сеток. Остановимся сначала на 

стационарной постановке задачи. 

Рассмотрим двумерный вариант уравнения (1.24) в произвольной 

замкнутой двумерной области D  с кусочно-гладкой границей D∂ . Для 

упрощения описания предлагаемого численного подхода удобно перейти от 

координат 1 2( , )x x  к координатам ( , )x y . Оператор L в форме (1.26) в этом 

случае будет иметь вид 

.

y yx x
xx xy yx yy

y yx x
x xx xy y yx yy

V VV VLu K K K K
x x y y x y

V VV VF K K F K K qu
x y x y

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
≡ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � � �

� � � � � � �
   (1.44) 

Компоненты вектора V  в (1.44) имеют вид: 

0 0

, exp ' ; , exp ' .
yx

x x x x y y y y
x y

V G u G E dx V G u G E dy
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫� �  (1.45) 

Граничное условие зададим с помощью вектора потока W  с компонентами 

, ,y yx x
x xx xy y yx yy

V VV VW K K W K K
x y x y

∂ ∂∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂
� � � �     (1.46) 

в следующем виде 

( ), , ( , ) .nW x y D= ∈∂W n        (1.47) 

Здесь nW  – некоторая функция, зависящая от координат и решения u . 
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Как и выше предполагается, что двумерная краевая задача (1.24), 

(1.44), (1.47) имеет единственное решение, обладающее в D  достаточной 

гладкостью. Искомая функция ( , )u x y  удовлетворяет принципу максимума и 

следующему интегральному тождеству 

( ) ( ), ,
D D D

dl qu dxdy fdxdy
∂

⎡ ⎤+ − = −⎣ ⎦∫ ∫∫ ∫∫W n F W� �v ,    (1.48) 

которое легко получить, проинтегрировав уравнение (1.24) по области D  и 

применив формулу Остроградского (см., например, [260]). 

Перейдем к построению конечно-объемной схемы экспоненциальной 

подгонки на треугольной сетке для задачи (1.24), (1.44), (1.47), предполагая, 

что область D  может иметь произвольно сложную форму, в том числе 

невыпуклую и/или многосвязную, с конечным числом точек разрыва 

гладкости границы. 

Пусть в области D  задана сетка { }( , ), 1,...,P i i iP x y i Nω = = = , 

содержащая как внутренние точки области D , так и точки ее границы D∂ . 

Множеством Pω  будем обозначать все внутренние точки Pω . На Pω  

построена триангуляция ( ) { }( , , ), , , , 1,...,
m m m m m mP m i j k i j k PT T P P P P P P m Mω ω= = Δ ∈ = , 

про которую известно следующее: 

1) ( )PT ω  содержит все узлы Pω ; 

2) образующие ( )PT ω  треугольники mT  имеют ненулевую площадь и 

пересекаются не более чем по образующим их вершинам или ребрам; 

3) объединение треугольников 
1

M

h m
m

D T
=

=∪  имеет ту же связность, что и 

область D ; 

4) отношение площадей ( ) / ( ) 1hS D S Dγ ε= = −  (0 1ε≤ < ). 

5) в случае 0ε >  величина γ  стремится к 1 при бесконечном измельчении 

( )PT ω  с учетом криволинейности границы; 

6) центр масс каждого треугольника проектируется на каждую его 

сторону (см. рис.1.1). 
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Рисунок 1.1. Пример тупоугольного треугольника, центр масс которого 

проектируется на все три его стороны. 

 

Вопрос построения сетки, удовлетворяющей указанным требованиям, в 

данной работе подробно не рассматривается, хотя один из возможных 

подходов предложен автором в работе [261]. 

В общем случае триангуляция ( )PT ω  может не удовлетворять 

критерию Делоне, и в ней могут быть треугольники с тупыми углами. 

Однако такие треугольники являются граничными. 

Дополнительно введем множество граничных узлов сетки 

\P P Pω ω ω∂ = , а также множество граничных ребер треугольников ( )PE ω . 

Количество граничных ребер обозначим L . 

Для построения конечно-объёмной схемы введем в области D  

дуальную к Pω  сетку ( ){ }, 1,...,V i iV V P i Nω = = = , состоящую из контрольных 

объемов. Для этого в каждой точке сетки i PP ω∈  определим множество всех 

треугольников, вершинами которых она является, ( ){ }:i m P i mH T T P Tω= ∈ ∈ , 

и назовем его шаблоном в точке iP . Пусть количество точек в шаблоне равно 

1iN +  (включая точку iP ), а количество треугольников равно iM . 

Пронумеруем точки и треугольники в смежном порядке в направлении 
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против часовой стрелки: 
1

, ,...,
Nii i iP P P , 

1
,...,

Mim mT T . При этом каждый 

треугольник 
jmT  образован точками 

1
, ,

j ji i iP P P
+

 (см. рис. 1.2), которые удобно 

также переименовать в ( ) ( ), ,
j ji m mP P P− +  (см. рис. 1.3). Заметим также, если точка 

iP  – внутренняя, то шаблон iH  полный, и i iM N= , при этом 3iN ≥ . Если 

точка iP  – граничная, то шаблон iH  неполный, и i iM N< , при этом 2iN ≥ . 

В каждом из треугольников шаблона определим точку пересечения 

медиан (центр масс треугольника) 
jmM  ( 1,..., ij M= ). Соединим эти точки 

последовательно и получим замкнутую ломаную iL , окружающую точку iP . 

Фигура, ограниченная ломаной iL  (зеленые линии на рис. 1.2), составляет 

контрольный объем iV  (заштрихованная область на рис. 1.2) в точке iP  с 

площадью iV . Если точка iP  является граничной, то ломаную iL  замыкается 

через проекции точек jM  на соответствующие граничные ребра и саму точку 

iP  (см. рис. 1.2б). Последнее можно сделать ввиду выполнения условия 6) 

для триангуляции. 

Введенный контрольный объём называется медианным контрольным 

объёмом. Его достоинство состоит в том, что он всегда существует, является 

выпуклым и пересекается с соседними объёмами только по границе. Такие 

контрольные объёмы используются при решении задач МСС методом 

конечных элементов. Недостаток медианных объёмов в рамках МКО – 

несимметричная аппроксимация самосопряженных дифференциальных 

операторов. Поэтому в рамках МКО используется барицентрический 

контрольный объём. Он отличается от медианного тем, что все звенья 

ломаных разбиваются на две части, каждая из которых лежит на медиане 

соответствующего треугольника. Новая ломаная iL�  состоит из 2 iM  звеньев 

(отмечены красным на рис. 1.2), каждое из которых соединяет центр масс 

jmM  (синие точки на рис. 1.2) одного из треугольников с серединой 
ki

Q  

(красные точки на рис. 1.2) одной из сторон этого треугольника. 
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а) б) 

Рисунок 1.2. Схема определения медианного и барицентрического 

контрольных объёмов для внутренних (а) и граничных точек (б). Синие 

точки – центры масс треугольников, красные – середины ребер 

треугольников, зеленые – пересечения ребер и отрезков, соединяющих 

смежные центры масс. Зелеными линиями и штриховкой выделен 

медианный объём, красными линиями – барицентрический объём. 

 
Рисунок 1.3. Составные части барицентрического контрольного объема в 

треугольнике 
jmT  и направления нормалей и конормалей на их границах. 
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Заметим, что в качестве контрольных объёмов можно также 

рассмотреть ячейки Дирихле, в которых вместо центров масс берутся точки 

пересечения серединных перпендикуляров. Однако использование таких 

контрольных объёмов существенно ограничивает класс триангуляций, на 

которых проводится решение задачи. А именно, все треугольники 

триангуляции должны быть строго остроугольные. Иначе контрольные 

объёмы могут пересекаться или вовсе не существуют. Построенная на них 

схема в случае слабо тупоугольных треугольников может быть не 

консервативной. 

В дальнейшем предполагается, что используются барицентрические 

контрольные объёмы iV . Их преимущество состоит в том, что они могут быть 

построены на широком классе триангуляций, удовлетворяющих условиям 1)-

6), и попарно не пересекаются. 

Рассмотрим подробнее составные части барицентрического 

контрольного объема, представленные на рис. 1.2, 1.3. Как видно из 

рисунков, пересечение контрольного объема iV  и любого треугольника 
jmT  

шаблона iH  дает четырехугольник ( ) ( )
j j j jm i m m mT V T T T− +≡ =� � �∩ ∪ , состоящий из 

двух смежных треугольных частей ( )
jmT −�  и ( )

jmT +� . 

В дальнейшем используются обозначения: ( ),i i iP x y= , ( )( ) ( ) ( ),
j j jm m mP x y− − −= , 

( )( ) ( ) ( ),
j j jm m mP x y+ + +=  – вершины треугольника 

jmT , упорядоченные в направлении 

против часовой стрелки; ( ) ( ),
j jm mQ Q− +  – середины сторон, исходящих из точки iP ; 

jmS , ( )
jmS ±�  и 

jmS�  – площади 
jmT , ( )

jmT ±�  и 
jmT�  (см. рис. 1.3). На границе 

jmT� , 

состоящей из четырех направленных отрезков 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
j j j j j j j j j jm i m m m m m m m m m iPQ Q M M Q Q P− − − − + + + += = = =l l l l
JJJJJG JJJJJJJJG JJJJJJJJG JJJJJG

� �   (1.49) 

определим векторы конормалей и нормалей к этим отрезкам по следующим 

формулам: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ | |, / | |, , ,
j j j j j j j j j jm m m m m m m m m m
± ± ± ± ± ± ± ± ± ±= = = Θ = Θν l l ν l l n ν n ν� �� � �   (1.50) 

где 
0 1
1 0

⎛ ⎞
Θ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 – оператор поворота на 90 градусов по часовой стрелке. 

Также удобно использовать векторы 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,

1 1 , ,
2 2
1 , ,
3

j j j j j j

j j j j j

j j j j j j

T T

m i m m i m i m m

T

m i m m m m

T

m i m m m m m

P PP x x y y x y

Q PQ P x y

M PM x x y y

± ± ± ± ± ±

± ± ± ± ±

+ − + −

Δ = = − − = Δ Δ

Δ = = Δ = Δ Δ

Δ = = Δ + Δ Δ + Δ

JJJJJG

JJJJJG

JJJJJJG

   (1.51) 

и следующие соотношения: 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1, , , ,
2 2

1 2 ,2 ,
6
1 2 , 2 ,
6

1
2

j j j j j j j j

j j j j j j j

j j j j j j j

j j

T T

m m m m m m m m

T

m m m m m m m

T

m m m m m m m

m m

Q x y Q x y

M Q x x y y

Q M x x y y

S P

− − − − + + + +

− − + − + −

+ + + − + −

−

= Δ = Δ Δ = −Δ = − Δ Δ

= Δ − Δ = Δ − Δ Δ − Δ

= Δ − Δ = Δ − Δ Δ − Δ

= Δ ×

l l

l

l

� �

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

1 ,
2

1 1, ,
2 6

1 1 1, .
2 6 3

j j j j j

i

j j j j j

j j j j j j j j

m m m m m

M

i m m m m m
j

m m m m m m m m

P x y x y

V S S Q M S

S M Q S S S S S

+ − + + −

− −

=

+ + − +

⎡ ⎤Δ = Δ Δ − Δ Δ⎣ ⎦

⎡ ⎤= = Δ ×Δ =⎣ ⎦

⎡ ⎤= Δ ×Δ = = + =⎣ ⎦

∑ � �

� � � �

 (1.52) 

Также для каждого треугольника ( )m pT T ω∈  удобно ввести 

независимую локальную нумерацию вершин, рёбер и их длин, а также 

обозначения сеточной функции в вершинах: 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

2 2( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( 1)
min max, ,

(

, , 1,2,3;

, , ;

,

min , max ;

m m m

T T

m m m m m m m m m

m m m m m m

m mm m

m

P x y

P P x x y y x y

l x x y y

l l l l

u P

α α α

αα α α α α α α αα αα

αα αα α α α α

αα αα

α α

α

+ + + + + +

+ + + +

+ +

= =

≡ ≡ − − ≡ Δ Δ

≡ = − + −

= =

l

l

JJJJJJJJJG

( ) ( )) ( ) ( ) ( ), , 1,2,3.m m mu x y uα α α α α= ≡ =

 (1.53) 
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Нумерация вершин производится в направлении против часовой стрелки. 

Увеличение параметра α  на единицу производится циклически в рамках 

множества { }1,2,3 , то есть 3 1 1+ = . 

Определения и соотношения (1.49)-(1.53) будут использованы для 

компактной записи разрабатываемой схемы. 

Методика построения конечно-объёмной схемы состоит в том, что 

исходное уравнение разделяется на два с помощью введения вектора потока 

W , и каждое из них аппроксимируется отдельно путем интегрирования по 

элементарному объёму и интерполяции подинтегральных функций, 

например, многочленами Лагранжа. Такой подход применяется обычно для 

построения разностных схем на ортогональных четырехугольных сетках 

[188, 200, 230]. При этом искомая функция u  задается внутри 

четырёхугольной ячейки, а значения вектора потока W  определяются на 

сторонах ячейки. В данной работе предлагается использовать эту же 

методику для построения схем на нерегулярных треугольных и 

тетраэдральных сетках. Причем, как и в [229], предлагается значения 

неизвестной функции искать в узлах сетки Pω , а потоки аппроксимировать 

специальным образом по этим значениям. Такой подход имеет определенное 

преимущество, в том числе позволяет решать задачу с граничными 

условиями любого типа (1-го, 2-го, 3-го рода или смешанными, 

периодическими и функциональными). 

Перейдем к построению схемы. Для этого проинтегрируем уравнение 

(1.24) по контрольному объему iV  и разделим на его площадь iS  все части 

полученного равенства: 

( )1 1 1 1,

1 .

i i i i

i

i i i iV V V V

i V

Lu dxdy div dxdy dxdy qu dxdy
V V V V

f dxdy
V

≡ + − =

= −

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫

W F W� �
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Интегралы от функций qu�  и f  заменим их средними значениями в 

контрольном объёме iV , умноженными на iV . В результате получим 

следующее приближенное соотношение: 

( )1 1 , ,
i i

i i i
i iV V

div dxdy dxdy q u f
V V

+ − ≈ −∫∫ ∫∫W F W� �     (1.54) 

где использованы обозначения ( , )i i iu u x y= , ( , , )i i i if f x y u= , ( , , )i i i iq q x y u=� � . 

Порядок аппроксимации произведенной замены зависит от способа 

осреднения. Рассмотрим его подробнее на примере произвольной гладкой 

функции ( , )x yϕ . 

В простейшем случае можно положить ( )i iPϕ ϕ= . Тогда в случае 

произвольной треугольной сетки получаем ошибку порядка ( )O l , где l  – 

величина наибольшего ребра треугольников ( maxl l≡ ), входящих в шаблон 

iH . Если точка iP  совпадает с центром масс контрольного объёма iV , а 

многоугольник iV  – правильный, то порядок аппроксимации повышается до 

( )2O l . Также, порядок аппроксимации можно считать приближенно вторым, 

если положение точки iP  мало отличается от центра масс, а iV  – почти 

правильный многоугольник. 

Последние два утверждения следуют из того факта, что следующие 

приближенные формулы 

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ,

1( ) ,
3

ABC ABC
ABC

ABC
ABC

P dxdy M S

P dxdy A B C S

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

Δ

Δ

≈

≈ + +

∫∫

∫∫
 

являются обобщениями формул средних прямоугольников и трапеций для 

треугольника и имеют порядок точности ( )2O l . В них ABCM  – центр масс 

треугольника, ABCS  – его площадь. 

Для того чтобы аппроксимация имела порядок ( )2O l  независимо от 

качества триангуляции, необходимо использовать соответствующее 
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осреднение. В частности, в каждом треугольнике шаблона 
jmT  можно 

приближать подинтегральную функцию плоскостью, построенной по трем её 

значениям в вершинах треугольника: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) (

, , ( , ) ,

/ ,

/ ,

, , ,

j j j

j j j j j j

j j j j j j

j j j j j j j j j

j j

i m i m i m

m m m m m m

m m m m m m

m m m m m m m i m m i

m m

x y A x x B y y x y T

A y y D

B x x D

D x y x y x x x y y y

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− + + −

+ − − +

− + + − ± ± ± ±

±

≈ + − + − ∈

⎡ ⎤= Δ Δ − Δ Δ⎣ ⎦
⎡ ⎤= Δ Δ − Δ Δ⎣ ⎦

= Δ Δ − Δ Δ Δ = − Δ = −

Δ = ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ), ( , ), , .
j j j ji i i i i m m m mP x y P x yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ± ± ± ± ±− = = = =

 

Если использовать эти выражения при интегрировании, получим 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 ,

,

i i

j j

i m mj j

j j j j j j

m j

M M

m m
j ji i iV T T

m i m i m i i m m m
T

dxdy dxdy dxdy I I
V V V

I A x x B y y dxdy A B S

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− +

±

− +

= =

± ± ± ±

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ≈ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤= + − + − = + +⎣ ⎦

∑ ∑∫∫ ∫∫ ∫∫

∫∫ �
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 15 2 , 5 2 ,
18 18
1 12 5 , 2 5 .

18 18

j j j j j j j j

j j j j j j j j

m m m m m m m m

m m m m m m m m

A A x x B B y y

A A x x B B y y

− − + − − +

+ − + + − +

= Δ + Δ = Δ + Δ

= Δ + Δ = Δ + Δ
 

Тогда результирующая аппроксимация будет иметь вид: 

( )( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 ,
i

j j j j

i

M

i m m m m i
ji iV

dxdy
V V

ϕ ϕ α ϕ α ϕ ϕ− − + +

=

≈ + Δ + Δ ≡∑∫∫            (1.551) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

5 2 2 57 7, .
18 36 18 36

j j j j

j j j j

m m m m
m m m m

S S S S
S Sα α

− + − +
− +

+ +
= = = =
� � � �

� �           (1.552) 

Выражение для iϕ  в (1.551) можно также записать в виде 

( )( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( )

1 ,

11 .
18

i

j j j j j

j j j j j

M

i m i m m m m
ji

m m m m m

V

S S

ϕ α ϕ α ϕ α ϕ

α α α

− − + +

=

− +

≡ + +

≡ − − =

∑

� �
             (1.553) 
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В дальнейшем удобно ввести параметр θ , равный либо 0, либо 1, и 

умножить коэффициенты ( )
jmα
−  и ( )

jmα
+  на него. Этот приём позволяет выбрать 

аппроксимацию того или иного типа: 

( )( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( )

1 ,

11 7 7 7, , .
18 36 36

i

j j j j j

j j j j j j

M

i m i m m m m
ji

m m m m m m

V

S S S

ϕ α ϕ α ϕ α ϕ

θ θ θα α α

− − + +

=

− +

≡ + +

+
= = =

∑

� � �
            (1.554) 

Для аппроксимации правой части будем использовать формулы (1.55): 

( )( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 .
i

j j j j

i

M

i i m m m m
ji iV

f f dxdy f f f
V V

α α− − + +

=

= ≈ + Δ + Δ∑∫∫  

Для аппроксимации интеграла от функции qu�  удобно взять 

произведение различных средних: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1 ,

1 1, .
3

i i

i i

j j j j j j j

i i i
i iV V

M M

i i m m m i i m m m m
j ji i

qu dxdy q u dxdy q u
V V

q q q q S u u u u
V V

θ α α− + − − + +

= =

≈ ≈

≡ + Δ + Δ ≡ + Δ + Δ

∫∫ ∫∫

∑ ∑

� � �

�� � � �
 

Дальнейшая разработка схемы связана с аппроксимацией первого и 

второго слагаемых в (1.54). Рассмотрим сначала первое слагаемое (1.54). 

Применим к нему по аналогии с (1.48) формулу Остроградского: 

( )1 1 , .
i ii iV V

div dxdy dl
V V ∂

=∫∫ ∫W W nv  

Здесь iV∂  – граница контрольного объема (то есть ломаная iL� ). Контурный 

интеграл в правой части этого равенства разобьём на составляющие части 

вдоль звеньев ломаной и учтем, что векторы нормали на них не зависят от 

переменной интегрирования: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,

, , , .

m mj ji

j j j j

i m jm j

m j i

j j j j

i m j

QMM

m m m m
jV MQ

Q P

m m m m
P Q

dl dl dl

dl dl

γ γ

γ γ

+

−

−

+

− + − +

=∂

− − + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= =

∑∫ ∫ ∫

∫ ∫

W n W n W n

W n W n� �

v
  (1.56) 
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Здесь ( )
jmγ
±  – интегралы, возникающие только в граничных точках сетки. Во 

внутренних узлах сетки они отсутствуют, то есть ( ) 0
jmγ
± = . 

На каждом отрезке ломаной введем средние значения вектора потока 
( )

jm
±W . Контурные интегралы в (1.56) будем аппроксимировать по формуле: 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

, , , ,

, , , ,

0, .

i

j j j j j j j j

i

j j j j

j

j

M

m m m m m m m m
jV

m m m i m
m

i m

dl

P P D

P P D

γ γ

γ

− − − + + + − +

=∂

± ± ± ±
±

±

⎡ ⎤≈ + + +⎣ ⎦

⎧ ∈∂⎪≈ ⎨
∨ ∉∂⎪⎩

∑∫ W n W n l W n l

W n l��

v
 

Отсюда с учётом граничных условий (1.47) получим: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( )
,( )

( )

, , , ,

, , ,

0, .

i

j j j j j j j j

i

j j j

j

j

M

m m m m m m m m
jV

n m m i m
m

i m

dl

W P P D

P P D

γ γ

γ

− − − + + + − +

=∂

± ± ±
±

±

⎡ ⎤≈ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ∈∂⎪≈ ⎨
∨ ∉∂⎪⎩

∑∫ W n W n l W n l

l�

v
 (1.57) 

Средние значения нормальной производной потока ( )
, jn mW ±  на границе 

области возьмем в виде 

( ) ( )( ) ( )
,

1 ,
2j jn m n i n mW W P W Q± ±⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

где ( )( )
jn mW Q ±  можно вычислять либо непосредственно, либо 

аппроксимировать полусуммой значений nW  на концах ребра ( )
ji mPQ ± . 

Средние значения потока ( )
jm
±W  внутри области можно получить, если 

задать некоторую модель (аппроксимацию) вектора потока W  в каждом 

треугольнике 
jmT  сетки. Если строить схему второго порядка точности, то 

достаточно предположить, что вектор потока W  является постоянным в 

каждом треугольнике. Тогда ( ) ( )
j j jm m m
− += ≡W W W . Конкретное выражение для 

jmW  в треугольнике 
jmT  и порядок такой аппроксимации уточним ниже. 
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Ввиду сказанного, аппроксимация первого слагаемого в (1.54) будет 

иметь вид 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( )
,( ) ( ) ( )

,( )

1 1 , ,

, , , 1 .
20, ,

i

j j j j j j j

i

j j j

j j j

j

M

m m m m m m m
ji iV

n m m i m
m n m n i n m

i m

div dxdy
V V

W P P D
W W P W Q

P P D

γ γ

γ

− − + + − +

=

± ± ±
± ± ±

±

⎡ ⎤≈ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ∈∂⎪ ⎡ ⎤≈ = +⎨ ⎣ ⎦∨ ∉∂⎪⎩

∑∫∫ W W n l n l

l�
 (1.58) 

Аппроксимацию вектора потока W  в треугольнике 
jmT  можно 

построить по аналогии со случаем декартовой сетки. Поскольку =W KDV� , 

то 1− =K W DV� . Это равенство можно проинтегрировать покомпонентно по 

треугольнику 
jmT  и воспользоваться формулой Грина [260]. Тогда получим: 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

,

.

m m m mj j j j

m m m mj j j j

x
x y xxx xy

T T T T

y
x y yyx yy

T T T T

VW dxdy W dxdy dxdy V dy
x

V
W dxdy W dxdy dxdy V dx

y

− −

∂

− −

∂

∂
+ = = +

∂

∂
+ = = −

∂

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫

K K

K K

� �

� �

v

v
 

В левой части полученных равенств применим формулы средних для 

компонент потока: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

,

.

j j
m m mj j j

j j
m m mj j j

x y xm mxx xy
T T T

x y ym myx yy
T T T

W dxdy W dxdy V dy

W dxdy W dxdy V dx

− −

∂

− −

∂

+ ≈ +

+ ≈ −

∫∫ ∫∫ ∫

∫∫ ∫∫ ∫

K K

K K

� �

� �

v

v
  (1.59) 

Равенства (1.59) разделим на 
jmS  площадь треугольника 

jmT . 

Контурные интегралы в правых частях (1.59) заменим по формуле трапеций с 

помощью значений ( )i
Vα , ( )( )

jm
Vα

− , ( )( )

jm
Vα

+  функций Vα  в вершинах 

треугольника: 

( )( )
( )( )
( )( )

( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( ) ( ) (1)
, ,

( ) ( )
, ,

1 1 ,
2

j j

j j j j j

j jm j

j j

x m x i m i

x x m x m m m m
m mT

x i x m i m

V V y y

V dy V V y y b
S S

V V y y

− −

+ − + −

∂
+ +

⎡ ⎤+ − +
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ ≈ + + + − + ≡⎢ ⎥
⎢ ⎥
+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫v           (1.601) 
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( )( )
( )( )
( )( )

( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( ) ( ) (2)
, ,

( ) ( )
, ,

1 1 .
2

j j

j j j j j

j jm j

j j

y m y i m i

y y m y m m m m
m mT

y i y m i m

V V x x

V dx V V x x b
S S

V V x x

− −

+ − + −

∂
+ +

⎡ ⎤+ − +
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ≈ − + + − + ≡⎢ ⎥
⎢ ⎥
+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫v           (1.602) 

Значения ,iVα , ( )
, jmVα
±  ( ,x yα = ) аппроксимируются следующим образом: 

0

0

, , ,

, , ,

, exp ' ;

, exp ' ;

i

i

x

x i x i i x i x
x

y

y i y i i y i y
y

V G u G E dx

V G u G E dy

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

�

�
              (1.611) 

( )( )

( )( )

( )
,( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , ,
,

( )
,( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , ,
,

1exp ;
2

1exp .
2

j

j j j j j

j

j j j j j

x m
x m x i m x i x i x m m i m

x i

y m
y m y i m y i y i y m m i m

y i

G
V G u G E E x x u

G

G
V G u G E E y y u

G

±
± ± ± ± ±

±
± ± ± ± ±

⎡ ⎤= ≈ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ≈ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

� �

� �
          (1.612) 

Аппроксимация значений ,iGα  не требуется, поскольку в последующих 

расчетных формулах схемы они сокращаются. 

Интегральные коэффициенты в левой части (1.59) обозначим как 

элементы матрицы размерности 2х2 и также заменим с помощью двумерной 

формулы трапеций в треугольнике: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 1

( ) ( )( ) 1

( )( ) 1

1 1 1 ,
3

1 1 1 ,
3

1 1 1
3

j j j
j jm mj j

j j j
j jm mj j

j j
j jm j

yyxx
m i m mxx

m mT T

xyxy
m i m mxy

m mT T

yxyx
m i myx

m mT

K
a dxdy dxdy

S S

K
a dxdy dxdy

S S

K
a dxdy dxdy

S S

− +−

− +−

−−

⎡ ⎤≡ = + ≈ + ⋅ + ⋅ + ⋅
⎣ ⎦Δ

⎡ ⎤≡ = − ≈ − ⋅ + ⋅ + ⋅
⎣ ⎦Δ

≡ = − ≈ − ⋅ + ⋅ +
Δ

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫∫

K

K

K

�
�

�
�

�
� ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( ) 1

,

1 1 1 ,
3

.

j

m j

j j j
j jm mj j

m
T

yy xx
m i m myy

m mT T

xx yy xy yx

Ka dxdy dxdy
S S

K K K K

+

− +−

⎡ ⎤⋅
⎣ ⎦

⎡ ⎤≡ = + ≈ + ⋅ + ⋅ + ⋅
⎣ ⎦Δ

Δ = −

∫∫

∫∫ ∫∫K
��

� � � �

 (1.62) 

В правой части (1.62) использована символическая запись. 



 67

Приближенные равенства (1.59) с учётом (1.60), (1.61), (1.62) приводят 

к следующей системе приближенных уравнений для аппроксимации 

компонент вектора потока W  в треугольнике 
jmT : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,, .

j j j j j j j j j j

xx xy x yx yy y
m x m m y m m m x m m y m ma W a W b a W a W b+ ≈ + ≈   (1.63) 

Система уравнений (1.63) совместна в силу выполнения условий 

равномерной эллиптичности оператора L  во всех точках области D  (что 

предполагается при выводе схемы) и при условии, что возмущенный тензор 

K�  мало отличается от K . Последнее действительно так, если треугольники 

сетки достаточно малы (что легко обеспечить при ее построении) и в каждом 

сеточном уравнении можно выбрать стартовую точку интегрирования 

( )0 0,x y  при определении функций Gα  независимо от других (это требование 

выполняется, поскольку, как и в случае ортогональной сетки, в реальных 

вычислениях будут участвовать лишь отношения значений функций Gα  в 

соседних точках шаблона). 

В итоге, значения компонент потока W  приближаются формулами: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .j j j j j j j j

j j

j j j j j j j j

yy x xy y y xx x yx
m m m m m m m m

x m y mxx yy xy yx xx yy xy yx
m m m m m m m m

a b a b b a b a
W W

a a a a a a a a
− −

≈ ≈
− −

   (1.64) 

Рассмотрим кратко вопрос о порядке аппроксимации приближенных 

значений вектора потока. Для этого заметим, что если функцию u  заменить в 

каждом треугольнике 
jmT  частью плоскости с использованием трех ее 

значений в вершинах треугольника (как это предложено выше), то 

погрешность такой аппроксимации будет иметь второй порядок. Градиент от 

аппроксимирующей функции будет постоянным в треугольнике. 

Аппроксимация градиента при интегрировании по треугольнику или по 

любому контуру, лежащему внутри треугольника, также будет иметь второй 

порядок. Если теперь рассмотреть вектор-функцию V , то для ее компонент  

можно получить такой же результат, если интегралы в экспоненте 

аппроксимировать по формуле трапеций. Наконец, если рассмотреть 



 68

аппроксимацию вектора W , то и в этом случае получим второй порядок 

ввиду того, что интегралы от компонент тензора 1−K�  аппроксимируются по 

обобщенной формуле трапеций в треугольнике. Таким образом, формулы 

(1.58) и (1.64) аппроксимируют первое слагаемое в (1.54) с точностью ( )2O l . 

Рассмотрим далее второе слагаемое (1.54). Заменим в нем интеграл по 

контрольному объёму на сумму интегралов по его составным частям 
jmT� , 

принадлежащим отдельным треугольникам шаблона (см. рис. 1.3): 

( ) ( )
1

1 1, ,
i

i m j

M

ji iV T

dxdy dxdy
V V =

= ∑∫∫ ∫∫F W F W
�

� � . 

Мы приняли, что в каждом треугольнике 
jmT  вектор потока постоянен, и его 

можно найти из (1.64). Поэтому можем записать цепочку приближенных 

равенств: 

( ) ( )

( )

1

, , , , , ,
1 1

1 1, ,

1 1 .

i

j

i m j

i i

j j j j j

m mj j

M

m
ji iV T

M M

x m x y m y x m x i y m y i m
j ji iT T

dxdy dxdy
V V

W F dxdy W F dxdy W F W F S
V V

=

= =

≈ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + ≈ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫∫ ∫∫

∑ ∑∫∫ ∫∫

F W F W
�

� �

� �

�� � � �
 

Из последнего приближенного равенства вытекает аппроксимация 

второго слагаемого в (1.54): 

( ) ( )
1

1 1, ,
i

j j

i

M

i m m
ji iV

dxdy S
V V =

≈ ∑∫∫ F W F W �� � .     (1.65) 

Объединим теперь (1.58) и (1.65) и подставим в (1.54): 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 , ,
i

j j j j j j j j

M

m m m m m i m m m i i i
ji

S q u f
V

γ γ− − + + − +

=

⎡ ⎤+ + + + − ≈ −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ W n l n l F �� �  (1.66) 

Для монотонизации уравнений (1.66) в случае 0≠F  используем тот же 

приём, который применялся в случае ортогональных сеток [188, 200]. Для 

этого заметим, что вектор 
ji mSF ��  можно разложить по афинному базису 
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{ }( ) ( ),
j jm m
− +n n  (который никогда не будет вырожденным в силу того, что угол 

между нормалями больше 0 и меньше π ): 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, , , , , , , ,( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
, , , , , , , ,

,

,

j j j j j j j

j j j j j j

j j

j j j j j j j j j j

i m m m m m m m

m x i y m y i x m m x i y m y i x m
m m

m x m y m y m x m m x m y m y m x m

S

S F n F n S F n F n

n n n n n n n n

δ δ

δ δ

− − − + + +

+ + − −

− +

− − + − + + − + − +

= +

− −
= =

− −

F n l n l

l l

��

� �� � � �

( ))
.
 (1.67) 

Поэтому 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
j j j j j j j j j j jm m m m i m m m m m m mS δ δ− − + + − − − + + ++ + = + + +n l n l F n l n l�� . 

Очевидно, что коэффициенты ( )
jmδ
±  стремятся к нулю при измельчении 

сетки со скоростью ( )O l . Схема (1.66) будет монотонной (устойчивой), если 

все величины ( )1 1
jmδ ε±+ > − , где 1ε <  – некоторое число, зависящее от 

параметров сетки. Если задать конкретное значение ε  и подчинить размеры 

треугольников указанному выше условию, то схема (1.66) будет условно 

монотонной (условно устойчивой в норме ( )PC ω ). 

Для построения монотонной (устойчивой в норме ( )PC ω ) схемы 

введем приближенное преобразование: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

11 1 .
1j j j j j j j

j

m m m m m m m
m

δ δ δ δ δ δ χ
δ

± ± ± ± ± ± ±

±
+ = − + + ≈ + + ≡

+
 (1.68) 

Если учесть, что ( )
jm Clδ ± ≤  ( 0C const= >  не зависит от параметров сетки), то 

величина в правой части последних равенств оценивается снизу величиной 

1 1
1 1Cl C

≥
+ +

 при естественном условии 1l ≤ . Таким образом, 

преобразование (1.67), (1.68) позволяет монотонизировать схему (1.66). 

Завершая обсуждение аппроксимации уравнений (1.54), заметим, что и 

второе слагаемое в (1.54) было заменено на сеточный аналог с точностью 

( )2O l . То есть уравнения (1.66) имеют второй порядок аппроксимации. 
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Далее, если вместо функции u  в (1.66) подставить сеточную функцию 

( ) ( ){ }, ,h i i i i i PU U U x y U P P ω= ≡ ≡ ∈  и перейти к равенствам, получим 

искомую конечно-объёмную схему экспоненциальной подгонки на 

треугольной сетке для двумерной краевой задачи (1.24), (1.44), (1.47): 

[ ] , 1,..., ,h h i iL U U f i N= − =                (1.701) 

[ ] ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 , ,
i

j j j j j j j

M

h h i m m m m m m m i i
ji

L U U q U
V

χ χ γ γ− − + + − +

=

⎡ ⎤≡ Θ + Θ + + −⎣ ⎦∑ W l l �     (1.702) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,j j j j j j j j

j j

j j j j j j j j

yy x xy y y xx x yx
m m m m m m m m

x m y mxx yy xy yx xx yy xy yx
m m m m m m m m

a b a b b a b a
W W

a a a a a a a a
− −

= =
− −

           (1.703) 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1 ,
3

1 ,
3

1
3

j

j j

j

j j

j

j j

yy x yy x yy xxx
m

i m m

xy x xy x xy xxy
m

i m m

yx y yx y yx yyx
m

i m m

K G K G K G
a

K G K G K G
a

K G K G K G
a

− +

− +

− +

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
Δ Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣
( ) ( )

( )

,

1 ,
3

,

j

j j

xx y xx y xx yyy
m

i m m

xx yy xy yx

K G K G K G
a

K K K K

− +

⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

Δ Δ Δ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
Δ = −

            (1.704) 

( )
( )( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

1 ,
2

1
2

j j j

j j j j j j j

j

j j j

j j j

j j j j

j

x m m x i i m

x
m x m m x m m m m

m

x i i x m m m

y m m y i i m

y
m y m m y m m

m

G U G U y

b G U G U y y
S

G U G U y

G U G U x

b G U G U
S

− − −

+ + − − + −

+ + +

− − −

+ + −

⎡ ⎤+ Δ +
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + + Δ − Δ −⎢ ⎥
⎢ ⎥
− + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ Δ +

= − + +( )( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, ,

.
j j j

j j j

m m

y i i y m m m

x x

G U G U x

− + −

+ + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ − Δ −⎢ ⎥
⎢ ⎥
− + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

           (1.705) 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
, , , ,( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

1 , ,
1

j j j

j j j j

j j j j j j

m x i y m y i x m
m m m m

m m x m y m y m x m

S F n F n

n n n n
χ δ δ δ

δ

± ±

± ± ± ±

± ± − + − +

−
= + + =

+ −l

� � �
      (1.706) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

1 , , ,
2

0, ,
j j j

j

j

n i n m m i m
m

i m

W P W Q P P D

P P D
γ

± ± ±
±

±

⎧ ⎡ ⎤+ ∈∂⎪ ⎣ ⎦= ⎨
⎪ ∨ ∉∂⎩

l�
           (1.707) 

( )

( )

( ) ( ) ( )
, , , ,

( ) ( ) ( )
, , , ,

11, exp ,
2
11, exp ,
2

j j j

j j j

x i x m x i x m m

y i y m y i y m m

G G E E x

G G E E y

± ± ±

± ± ±

⎡ ⎤= = + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= = + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

� �

� �
             (1.708) 

( )

( )

( )

( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( )

1 ,
3

1 ,

1 ,

7 7, , 0 1.
36 36

i

j j j

i

j j j j

i

j j j j

j j j j

M

i i m m m
ji

M

i i m m m m
ji

M

i i m m m m
ji

m m m m

q q q q S
V

U U U U
V

f f f f
V

S S

θ

α α

α α

θ θα α θ

− +

=

− − + +

=

− − + +

=

− +

= + Δ + Δ

= + Δ + Δ

= + Δ + Δ

= = = ∨

∑

∑

∑

�� � � �

� �

            (1.709) 

Сделаем замечание относительно аппроксимации различных типов 

граничных условий. 

Во-первых, граничное условие (1.47) включает в себя условие Неймана 

0nW = . В этом случае величины ( ) 0
jmγ
± =  во всех точках сетки. Эта же 

ситуация возникает в случае условий Дирихле, поскольку уравнения (1.701) 

рассматриваются только во внутренних точках сетки. 

Во-вторых, (1.47) может быть условием Ньютона, если nW uη= − . 

Тогда величины ( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 1
2 2j jjm mi i m

U U Uγ η η η ±± ±⎡ ⎤⎡ ⎤= − + +⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
l� . В случае условий 

смешанного типа, на каждой части границы получаем соответствующее типу 

выражение для ( )
jmγ
± . 
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В-третьих, при аппроксимации интегральных граничных условий 

величины ( ) ( )
,

1
j j

N

m m k k
k

C Uγ ± ±

=

=∑ , то есть они могут выражаться через значения 

искомой функции в любых точках сетки (нелокальная аппроксимация). 

Похожая ситуация реализуется в случае периодических граничных условий. 

Следует также отметить, что в нелинейном случае для реализации 

схемы (1.70) следует использовать итерационный процесс, аналогичный 

(1.30). Каждая его итерация реализуется с помощью решения системы 

линейных алгебраических уравнений с разреженной матрицей нерегулярной 

структуры. Методы решения таких систем рассматриваются в п. 1.3. 

Рассмотрим далее некоторые варианты построенной схемы. Для 

простоты анализа остановимся на линейных граничных условиях Ньютона 

( nW uη= − , 0constη = > ). 

Аналог однородной схемы А.А. Самарского. Исследуем случай 

диагонального тензора K  и ,≡ ≡E 0 F 0 . Тогда схема (1.70) переходит в 

конечно-объёмный аналог на треугольной сетке двумерной однородной 

консервативной схемы А.А. Самарского: 

[ ] ( ) ( ) ( )

1

1 , ,
i

j j j j

M

h h i m m m m i i i
ji

L U U q U f
V

γ γ− +

=

⎡ ⎤≡ + + − = −⎣ ⎦∑ W l            (1.711) 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

,
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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,

2

,

j

j

j

j j j j j j j j

j

j

j

j j j j j j j j

x m
x m

m

m i m m m m m i m m

y m
y m

m

m i m m m m m i m m

a
W

S

U U y U U y y U U y

a
W

S

U U x U U x x U U x

− − + − + − + +

− − + − + − + +

= + ×

⎡ ⎤× + Δ + + Δ − Δ − + Δ⎣ ⎦

= − ×

⎡ ⎤× + Δ + + Δ − Δ − + Δ⎣ ⎦

  (1.712) 

, ,

( ) ( ) ( ) ( )
, , , , , ,

3 3, ,
1 1 1 1 1 1

j j

j j j j

x m y m

xx i xx m xx m yy i yy m yy m

a a

K K K K K K− + − +

= =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

       (1.713) 
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( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 , ,
2

1 , ,
2

j j j j j j j

j j j j j j

T

m m m m m m m

T

m m m m m m

x x y y

y y x x

− + + − + −

+ − + −

= + = Δ − Δ Δ − Δ

= Θ = Δ − Δ − Δ − Δ

l l l

l l
            (1.714) 

( ) ( ) ( )
( )

( )

3 1 , , ,
4 4

0, ,

j j j

j

j

i m m i m
m

i m

U U P P D

P P D

η
γ

± ± ±
±

±

⎧ ⎛ ⎞− + ∈∂⎜ ⎟⎪= ⎝ ⎠⎨
⎪ ∨ ∉∂⎩

l�
            (1.715) 
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1
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1 .
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j j j j
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j j j j

M

i i m m m
ji

M

i i m m m m
ji

M

i i m m m m
ji

q q q q S
V

U U U U
V

f f f f
V

θ

α α
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=

− − + +

=

− − + +

=

= + Δ + Δ

= + Δ + Δ

= + Δ + Δ

∑

∑

∑

�

            (1.716) 

Схема (1.71) имеет второй (или почти второй, в зависимости от 

значения параметра θ ) порядок аппроксимации по пространству, ( )2O l , 

поскольку является частным случаем (1.70). 

Для сеточного оператора [ ]h hL U , заданного во внутренних точках 

сетки, выполняется принцип максимума.  

Утверждение 1.3. Если сеточная функция hU  отлична от константы 

и удовлетворяет условиям 

[ ] 0, ,h h i iL U U P D≥ ∉∂         (1.72) 

то при 0l l≤  она не может принимать положительного максимального 

значения во внутренних точках сетки. 

Для доказательства этого факта рассмотрим тождества 

( )

[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

,

,

,

j j j j j j j j j

j j j j j
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j j j j j

m m m m i m i m m m m

m m m m m i
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i h h i m m m m m i
j j

q U U U

C U C U C U

V L U U C U C U C U

γ γ α α α− + − − + +

− − + −

− − + −

= =

⎡ ⎤+ + − + + ≡⎣ ⎦
≡ + −

⎛ ⎞⎡ ⎤≡ + − ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∑ ∑

W l �

   (1.73) 

где 
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Во внутренних точках сетки значения ( ) 0
jmη
± =  и выполнены условия 

( ) ( )0, 0.
j j j j jm m m m m iC C C C S q− +> − − = ≥�      (1.74) 

Следует также заметить, что во внутренних точках сетки шаблон 

схемы будет полным. Поэтому 
1

( ) ( )
j jm mU U

+

+ −≡ , 
1

( ) ( )
Mim mU U+ −≡  и суммы 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( )

2 2, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4

4 4

j j j

j j

j j j j j j j

j j

j j

j j j j j j

j j

m m m

x m y m
m m m m m m m i

m m

x m y m
m m m m m m

m m

C C C

a a
y y y x x x q

S S

a a
y y y x x x

S S

α

+

+ +

+ + + + + +

+ +

+ − +

− + − − + − +

+ + − + +

+ ≡ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Δ − Δ Δ + Δ − Δ Δ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ Δ − Δ Δ + Δ − Δ Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠ 1

( ) ( ) ,
jm iqα
+

− −⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

составляют внедиагональные коэффициенты схемы. Тогда 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( )

1
.

i i

j j j j j

i

j j

M M

i h h i m m m m m i
j j

M

m m i i
j

V L U U C U C U C U

C U CU

− − + −

= =

+ +

=

⎛ ⎞⎡ ⎤= + − ≡⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

≡ −

∑ ∑

∑
   (1.75) 

В силу (1.74) имеем: 

( )

1
0, 0.

i

j

M

i i m
j

C C C +

=

> − ≥∑         (1.76) 
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Теперь предположим противное доказываемому утверждению: 

положительный максимум функции hU  достигается в некоторой внутренней 

точке сетки 
0i

P : 

0 01
max 0, .i i ii N

U U P D
≤ ≤

= > ∉∂        (1.77) 

Поскольку функция hU  не константа, а сетка Pω  связная, то можно найти 

такой полный контрольный объём 
1i

V , в котором 

1 0 0

( ) (*) ( ), 0 , 0.
j j ji i m m i mU U U U U U+ += ∃ < ≡ < ∀ ≥     (1.78) 

Последнее вытекает из того, что искомая функция ( ),u x y , по крайней мере, 

непрерывна в D . В случае сходимости схемы (которая доказывается ниже 

без использования оценок принципа максимума) её сеточный аналог hU  

наследует это свойство на сетке. Поэтому можно построить сетку такого 

малого размера ( 0l l≤ ), что в окрестности положительного максимума будут 

находиться только неотрицательные значения hU . 

Запишем теперь тождество (1.75) в точке 
1i

P  и проведем в правой его 

части следующие замены: 

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0, 0;

, 0.
j j j

j j j j

m m m

m m m i m

C U если C

C U C U если C

+ + +

+ + + +

→ ≤

→ >
      (1.79) 

Тогда тождество (1.75) превратится в неравенство 

[ ]
1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) .
j ji h h i m i i i i m i

j j

V L U U C U C U C C U+ +⎛ ⎞
≤ − = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑    (1.80) 

В сумме в правой части (1.80) может остаться как одно или несколько 

слагаемых (в силу (1.78)), так и все. Если остались все слагаемые, то в силу 

того, что 
1

(*)
jm iU U< , неравенство (1.80) строгое, но 

1

( ) 0
ji m

j
C C +− ≥∑ . Если 

остались не все слагаемые, то неравенство (1.80) не строгое, но 

1

( ) 0
ji m

j
C C +− >∑ . Поэтому в любом из этих вариантов в силу того, что 

1
0iU > , 
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получаем, что [ ]
1 1

0i h h iV L U U < . Этот факт противоречит условию (1.72) и 

доказывает утверждение 1.3. 

В заключение доказательства заметим, что ограничение на размер 

ребер треугольников не возникает, если узлы Pω  совпадают с узлами 

ортогональной декартовой сетки, а также в некоторых других специальных 

случаях. Указать точное значение максимальной длины ребра в общем 

случае достаточно сложно. Однако на практике это и не требуется, поскольку 

задачи решаются на последовательности вложенных сеток для получения 

оценки реальной точности. При этом самая мелкая сетка, как правило, 

удовлетворяет условиям принципа максимума. 

Замечание. Аналогичным образом можно доказать принцип 

минимума, а также принцип экстремума для случая третьей краевой задачи и 

теоремы сравнения [188, 200]. На основе этих принципов можно было бы 

доказать существование единственного решения линейной сеточной задачи 

(1.71), получить его оценку в сеточной норме ( )PC ω  при условии, что 

функция 0( , , ) 0q x y u q const≥ = > , и на основе этой оценки получить 

сходимость схемы (1.71) к точному решению линейной дифференциальной 

задачи в норме ( )PC ω  с точностью ( )2O l  в данном частном случае. Однако 

нас интересует более общий квазилинейный случай, и к тому же, при 

доказательстве принципа максимума уже был использован факт сходимости 

схемы (1.71). Поэтому докажем сходимость другим способом. 

Рассмотрим общий квазилинейный случай и докажем сходимость 

схемы (1.71) в норме ( )1
2 PW ω . Для этого введем в пространстве функций, 

заданных на сетке Pω , скалярное произведение и подчиненную ему норму 

( ) ( )00 0
1

, , , .
N

h h i i i h h h
i

u v u v V u u u
=

= =∑              (1.811) 

Ограниченные по данной норме сеточные функции составляют пространство 

( )2 PL ω . Далее можно ввести скалярное произведение и норму в ( )1
2 PW ω : 
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( ) ( ) ( )11 1
1

, , , , ,
M

h h m m m h h h
m

u v u v S u u u
=

∇ ∇ = ∇ ∇ = ∇ ∇∑            (1.812) 

где 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

(1) (2) (21) (2) (3) (32) (3) (1) (13)

(1) (2) (12) (2) (3) (23) (3) (1) (31)

(23) (1) (31) (2) (12) (3)

(32) (1) (13) (2)

1
2

1
2

m m m m m m m m m

m
m m m m m m m m m m

m m m m m m

m m m m m

u u y u u y u u y
u

S u u x u u x u u x

y u y u y u
S x u x u x

⎛ ⎞+ Δ + + Δ + + Δ
⎜ ⎟∇ = =
⎜ ⎟+ Δ + + Δ + + Δ⎝ ⎠

Δ + Δ + Δ
=

Δ + Δ + Δ (21) (3) ,
m mu

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

и использованы обозначения (1.53). 

Будем также учитывать следующие тождества: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

(1) (1) (2) (2) (3) (3)
0

1 1 1 1

2 2 2(1) (2) (3)
0 0

1

, ,
3

, .
3

i

j

MN N M
m

h h i i i i i m m m m m m m
i i j m

M
m

h h h m m m
m

Su v u v V u v S u v u v u v

Su u u u u u

= = = =

=

= = ≡ + +

= ≡ + +

∑ ∑ ∑ ∑

∑

�

(1.813) 

Нам понадобится также норма 2L  на множестве граничных ребер 

( )PE ω . Её можно ввести в следующем виде: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1, , , .
2

L

h h k k k k k h h hEE E
k

u v u v u v u u vα α β β αβ

=

= + =∑ l           (1.814) 

Получим теперь априорную энергетическую оценку сеточной функции 

hU . Для этого умножим скалярно уравнение (1.711) на hU− : 

[ ]( ) ( )0 0
, ,h h h h h hL U U U f U− = − − . 

Это тождество можно записать подробнее в следующем виде: 

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1

,

.

i i

j j j j

M MN N N

m m i m m i i i i i
i j i j i

N

i i i
i

U U q U U V

f U V

γ γ− +

= = = = =

=

⎡ ⎤− + − − + =⎣ ⎦

=

∑∑ ∑∑ ∑

∑

W l
  (1.82) 

Первое слагаемое в левой части (1.82) можно преобразовать 

следующим образом: 

( ) ( )(32) (1) (13) (2) (13) (3)

1 1 1
, ,

i

j j

MN M

m m i m m m m m m m
i j m

U W U U U
= = =

− = −Θ −Θ −Θ∑∑ ∑W l l l l , 
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где ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, ,
2 2m m m m my x y xαβ αβ αβ βα αβ−Θ = − Δ −Δ = Δ Δl . Если подставить в 

скалярные произведения выражения для компонент потока и векторов 
( )
m
αβ−Θl , то после несложных преобразований получим: 

( )

( )

( )

(32) (1) (13) (2) (13) (3)

2, (23) (1) (31) (2) (12) (3)

2, (32) (1) (13) (2) (21) (3)

,

4

.
4

m m m m m m m

x m
m m m m m m

m

y m
m m m m m m

m

W U U U

a
y U y U y U

S
a

x U x U x U
S

−Θ −Θ −Θ =

= Δ + Δ + Δ +

+ Δ + Δ + Δ

l l l

 

Отсюда и в силу равномерной эллиптичности дифференциального оператора 

получаем неравенство: 

( ) 2
0 1

1 1
, .

i

j j

MN

m m i h
i j

U k u
= =

− ≥∑∑ W l        (1.83) 

Для второго слагаемого в левой части (1.82) получим оценку 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( 1) ( 1)
2 2( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 1,2,3

3 1 3 1
4 4 4 4

3 3 1
2 4 4 2

i

j j

i

j j j j j j

MN

m m i
i j

MN

m i m m m i m m i
i j

M
m m

m m m m
m

U

U U U U U

U U U U
αα αα

α α α α

α

γ γ

η η

η

η

− +

= =

− − − + + +

= =

+ +
+ +

= =

⎡ ⎤− − =⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= + + ≥⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

≥

∑∑

∑∑

∑ ∑

l l

l

� �

( ) ( )( )
( 1) ( 1)

2 2 2( ) ( 1)

1 1,2,3

.
4 2

M
m m

m m h E
m

U U U
αα αα

α α

α

η
+ +

+

= =

⎡ ⎤
+ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

l

 (1.84) 

Здесь использовано следующее переобозначение 
( ) ( 1)

( 1)
( ) ( 1)

, , ,
0, .

m m
m

m m

P P D
P P D

α α
αα

α α

η
η

+
+

+

⎧ ∈∂
= ⎨

∨ ∉∂⎩
 

Оценим третье слагаемое в левой части (1.82). В случае 0θ =  

тривиальным образом получаем: 

22
0 0

1 1

.
N N

i i i i i i i h
i i

q U U V qU V q U
= =

≡ ≥∑ ∑               (1.851) 

В случае 1θ =  применим свойства средних и ε-неравенство [198]: 
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( )

( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2

1
4

7 22 1
36 7 2

i

j j j j j

i

j j j j j j j j j

j

j

j

MN N

i i i i i m i m m i m m i
i i j

MN

i i m m m m m m m m m
i j m

m
i i

m

q U U V q U U U U U

q U U U

S
q U

α α α

α α α ε α ε α
ε

ε
ε

− − + +

= = =

− + − − + +

= =

⎛ ⎞
= + + ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟≥ − + − − =

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑

�
( ) ( )2 2

( ) ( )

1 1

.
i

j j j j

MN

m m m m
i j

U Uε− +

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 

Здесь 0
jmε >  – произвольные числа. Перегруппируем слагаемые по 

треугольникам, и учтем аппроксимацию q  в каждом треугольнике: 

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2
2 ( ) ( )

1 1

2(1) (2) (3)
(1)

2(2) (1) (3)
(2)

2(3) (1) (2)
(3)

7 22 1
36 7 2

22 1
7 2

7 22 1
36 3 7 2

22 1
7 2

i
j

j j j j

j

MN
m

i i m m m m
i j m

m m m
m

m
m m m m

m

m m m
m

S
q U U U

U

Sq U

U

ε ε
ε

ε ε
ε

ε ε
ε

ε ε
ε

− +

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − − =

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎛ ⎞

− − − +⎢ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= + − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣

∑ ∑
�

1
.

M

m=

⎤
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎦

∑
 

Отсюда видно, что параметры ( )
m
αε  можно взять одинаковыми: ( )

m
αε ε≡ , и 

потребовать, чтобы выполнялось неравенство 22 1 2 0.
7 2

ε δ
ε

− − ≥ >  Оно будет 

выполнено, если взять, например, 1
2

ε = . Тогда 80,
7

δ ⎛ ⎤∈⎜ ⎥⎝ ⎦
, и 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 ( ) ( )

1 1

2 2 2 2(1) (2) (3)
0 0

1

7 22 1
36 7 2

7 7 .
36 3 36

i
j

j j j j

j

MN
m

i i m m m m
i j m

M
m

m m m m h
m

S
q U U U

Sq U U U q U

ε ε
ε

δ δ

− +

= =

=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − − ≥

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤≥ + + ≥⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑

�

 

Отсюда при 8
7

δ =  можно получить 
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2
0 0

1

2 .
9

N

i i i i h
i

q U U V q U
=

≥∑                 (1.852) 

В результате общая оценка третьего слагаемого в левой части (1.82) 

для обоих значений θ  имеет вид 

2
0 0

1

9 7 .
9

N

i i i i h
i

q U U V q Uθ
=

−
≥∑                (1.853) 

Для оценки правой части (1.82) в случае 0θ =  получаем оценку с 

помощью неравенства Коши-Буняковского: 

( ) ( ) 0 00 0
1 1

, , .
N N

i i i i i i h h h h h h
i i

f U V f U V f U f U f U
= =

= = ≤ ≤∑ ∑           (1.861) 

В случае 1θ =  имеем 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1,2,3 1,2,3

2( ) ( )

1 1,2,3

11 11
18 3 18 3

22
18 3 3

i

j j j j j

i
j

j j

MN N N

i i i i i i m i m m m m i
i i i j

MN M
m m

i m m i m m
i j m

M
m m

m m
m

f U V f U V f f f U

S Sf f f U f U

S Sf U

α α

α α

α α

α

α α α− − + +

= = = =

− +

= = = = =

= =

≤ = + + ≤

⎛ ⎞⎛ ⎞
≤ + + ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
2

0 0
1 1,2,3

11 .
9

M

h h
m

f U
α= =

⎛ ⎞
≡⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

 

Тогда в силу (1.813) получаем 

0 0
1

11 .
9

N

i i i h h
i

f U V f U
=

≤∑                (1.862) 

Объединяя обе оценки в одну, окончательно имеем: 

( ) 0 00 1

9 2, .
9

N

h h i i i h h
i

f U f U V f Uθ
=

+
≡ ≤∑              (1.863) 

В итоге из (1.82) с помощью оценок (1.83), (1.84), (1.853) и (1.863) 

получаем априорную оценку сеточной функции hU : 

2 2 2
0 01 0 0 0

9 7 9 2 .
2 9 9h h h h hE

k u U q U f Uη θ θ− +
+ + ≤            (1.871) 

Отсюда можно получить оценку в комбинированной норме: 
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( )
( )

2 2 2
1 21 0 0 0

2 2 2 22
20 1 0

,
4

h h h h hE

h h h h E

u U U f U

f u U U

γ γ

γ εγ
ε

+ + ≤ ≤

≤ + + +
 

или (при 1

2

δγε
γ

= ) 

( )
2

2 2 2 22
21 0 0
1

,
4 1h h h hE

u U U fγ
δ δ γ

+ + ≤
−

             (1.872) 

где ( )0,1δ ∈  – произвольное число, 1 0 0
9 7min , ,

9 2
k qθ ηγ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2
9 2

9
θγ +

= . 

Из оценки (1.872) в линейном случае следует устойчивость сеточного 

решения в комбинированной норме и, следовательно, в норме ( )1
2 PW ω , а 

также в норме ( )PC ω  в силу теоремы вложения [198]. В квазилинейном 

случае этот факт имеет место, если предположить ограниченность 

нелинейных коэффициентов дифференциальной задачи по ( ),u∈ −∞ +∞ . 

Изученный выше вопрос о порядке аппроксимации в совокупности с 

априорными оценками в нормах ( )1
2 PW ω  и ( )PC ω  позволяют доказать 

следующую теорему. 

Теорема 1.4. Разностная схема (1.71) устойчива по правой части в 

комбинированной норме, удовлетворяет принципу максимума и сходится со 

скоростью ( )2O l  в норме ( )1
2 PW ω  к точному решению двумерной 

дифференциальной задачи (1.24) с пространственным оператором (1.44) и 

граничными условиями общего вида, если выполнены следующие условия: 

1) тензор K  диагональный, ≡E 0 , ≡F 0 ; 

2) коэффициенты исходной дифференциальной задачи (1.24), (1.21) 

ограничены и кусочно-непрерывны по совокупности переменных в 

рассматриваемой области D , а их производные в области непрерывности 

ограничены; 



 82

3) решение дифференциальной задачи (1.24), (1.21) существует, единственно 

и является достаточно гладким в области D ; 

4) треугольная сетка удовлетворяют условиям 1)-6) и ограничению 

принципа максимума 0l l≤ , где 0l  – некоторый максимально возможный 

размер рёбер треугольников. 

Другие варианты схемы. Рассмотрим теперь вариант схемы (1.70) для 

случая диагонального тензора K  и ≡E 0 , ≠F 0  (схема для оператора 

недивергентного вида – аналог регуляризированной схемы А.А. 

Самарского). В этом случае по сравнению со схемой (1.71) изменяется вид 

лишь одного слагаемого 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
j j j j j j j jm m m m m m m mχ χ− + − − + +Θ + Θ → Θ + ΘW l l W l l ,            (1.881) 

где множители ( )
jmχ
±  определены в (1.704) и положительны. Их выбор был 

осуществлен из условий сохранения порядка аппроксимации и монотонности 

схемы. Для этого требуется лишь дополнительное ограничение на 

максимальное ребро треугольников. Фактически в этом случае может 

измениться лишь конкретное значение параметра 0l , которое теперь 

дополнительно зависит от вида компонент вектора F . В итоге можно 

показать, что и в данном случае справедливы принцип максимума (Утв. 1.3) 

и теорема 1.4. 

Далее рассмотрим вариант схемы (1.70) для случая диагонального 

тензора K  и ,≠ ≠E 0 F 0  (схема экспоненциальной подгонки). Здесь помимо 

замены (1.881) изменяются также выражения для компонент потока: 

( ) ( )( )
( )

,
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )
,

2

,

j

j

j

j j j j j j j j j

j j j

x m
x m

m

x m m i m x m m x m m m m

i x m m m

a
W

S

G U U y G U G U y y

U G U y

− − − + + − − + −

+ + +

= + ×

⎡ ⎤+ Δ + + Δ − Δ −
⎢ ⎥×⎢ ⎥− + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

     (1.882) 
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( ) ( )( )
( )

,
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )
,

2

,

j

j

j

j j j j j j j j j

j j j

y m
y m

m

y m m i m y m m y m m m m

i y m m m

a
W

S

G U U x G U G U x x

U G U x

− − − + + − − + −

+ + +

= − ×

⎡ ⎤+ Δ + + Δ − Δ −
⎢ ⎥×⎢ ⎥− + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

     (1.883) 

, ,( ) ( ) ( ) ( )
, , , ,

( ) ( ) ( ) ( )
, , , , , ,

3 3, ,
1 1

j j

j j j j

j j j j

x m y m
x m x m y m y m

xx i xx m xx m yy i yy m yy m

a a
G G G G

K K K K K K

− + − +

− + − +

= =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

      (1.884) 

а также заменяется q  на q� . 

В этой ситуации все свойства схемы остаются в силе за исключением 

того, что теперь справедлив лишь слабый принцип максимума, 

гарантирующий существование и единственность решения схемы, но не 

дающий оценку сверху. Оценку сеточного решения сверху даёт аналог 

энергетической оценки (1.872). Этого оказывается достаточно, чтобы 

доказать сходимость схемы с тем же порядком точности. В принципе, как и в 

случае ортогональной сетки [248], можно доказать сильный принцип 

максимума для сопряженного сеточного оператора, однако эти выкладки 

достаточно громоздки, и здесь не рассматриваются. 

Наконец можно рассмотреть наиболее общий вариант схемы (1.70) для 

случая произвольного симметричного положительноопределенного тензора 

K  и ,≠ ≠E 0 F 0  (обобщённая схема экспоненциальной подгонки). В этой 

ситуации компоненты вектора потока рассчитываются по более сложным 

формулам, что сильно затрудняет проведение анализа схемы. Однако и здесь 

можно установить все заявленные свойства предложенной схемы, так что 

справедлива более общая теорема аналогичная 1.4 с поправками на слабый 

принцип максимума. 

Нестационарный случай. Рассмотрим теперь кратко двумерную 

нестационарную задачу (1.18), (1.20) в области произвольной формы и 

граничными условиями общего вида. В отличие от случая ортогональных 

сеток здесь невозможно предложить локально-одномерный алгоритм. 
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Поэтому мы рассмотрим лишь схему с весами на равномерной сетке по 

времени tω : 

( ) ( ) [ ]( )
ˆ ˆˆ ˆ 1 ,

, 0, ;

h h
h h h h h h h h

h P t

U U L U U f L U U f

t t

σ σ
τ
ω ω

− ⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦

∈ > ∈r
   (1.89) 

00
( ), .h h h Pt

U u ω
=
= ∈r r         (1.90) 

Аппроксимации оператора [ ]h hL U  и hf  возьмём из (1.70) при 0θ = . Порядок 

аппроксимации такой схемы можно условно считать вторым по пространству 

(см. выше). Порядок аппроксимации по времени зависит от веса σ . Как 

обычно, мы рассмотрим только три варианта схемы: явную, неявную и 

симметричную. 

Схема (1.89), (1.90) при любом типе граничных условий является 

консервативной и удовлетворяет принципу максимума (в сильном или 

слабом смысле) на каждом слое по времени. Сходимость схемы к точному 

решению нестационарной задачи гарантирует следующая теорема [A42]. 

Теорема 1.5. Разностная схема (1.89), (1.90) устойчива и сходится к 

точному решению двумерной нестационарной дифференциальной задачи 

(1.18), (1.20) с пространственным оператором (1.44) и граничными 

условиями (1.21) общего вида со скоростью ( )2O l γτ+  (где 1γ = , если 

0.5σ ≠ , и 2γ = , если 0.5σ = ), в норме ( ) ( )2 P tL Cω ω× , если выполнены 

следующие условия: 

1) коэффициенты исходной нестационарной дифференциальной задачи 

(1.18), (1.44), (1.20), (1.21) ограничены и кусочно-непрерывны по 

совокупности переменных в рассматриваемой области ( ]max0,D t× , а их 

производные в области непрерывности ограничены; 

2) решение дифференциальной задачи (1.18), (1.44), (1.20), (1.21) 

существует, единственно и является достаточно гладким в области 

( ]max0,D t× ; 
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3) треугольная сетка удовлетворяют условиям 1)-6) и ограничению 

принципа максимума 0l l≤ , где 0l  – некоторый максимально возможный 

размер рёбер треугольников. 

4) шаг сетки по времени удовлетворяет условию устойчивости: 

min
1, 1,

0 ,
2, 0 1,

C lβσ
σ

τ β
σ
=⎧

< < = ⎨ ≤ <⎩
      (1.91) 

где Cσ  – положительные константы, независящие от шагов сетки, minl  –

минимальное значение длины ребра треугольников из T. 

Доказательство теоремы проводится энергетическим методом с 

привлечением оценок принципа максимума и использования факта 

ограниченной нелинейности коэффициентов дифференциальной задачи. В 

нелинейном случае для реализации схемы на каждом слое по времени 

необходимо использовать итерационный процесс аналогичный (1.39). 

Доказательство его сходимости потребует ограничений на шаг по времени 

вида (1.91). 

 

1.2.4 Схемы экспоненциальной подгонки на нерегулярных 

тетраэдральных сетках 

В данном пункте рассмотрим кратко трехмерный вариант 

стационарной задачи (1.24), (1.21) в области D  произвольного вида с 

кусочно-гладкой границей D∂ . Дифференциальный оператор L  будет иметь 

вид 

,yx z
x x y y z z

WW WLu F W F W F W qu
x y z

∂∂ ∂
≡ + + + + + −

∂ ∂ ∂
� � � �            (1.921) 

,

,

,

yx z
x xx xy xz

yx z
y yx yy yz

yx z
z zx zy zz

VV VW K K K
x y z

VV VW K K K
x y z

VV VW K K K
x y z

∂∂ ∂
≡ + +

∂ ∂ ∂
∂∂ ∂

≡ + +
∂ ∂ ∂

∂∂ ∂
≡ + +

∂ ∂ ∂

� � �

� � �

� � �

              (1.922) 
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0 0

0

, exp ' ; , exp ' ;

, exp ' .

yx

x x x x y y y y
x y

z

z z z z
z

V G u G E dx V G u G E dy

V G u G E dz

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

� �

�
        (1.923) 

Граничное условие в виде 

( ), , ( , , ) .nW x y z D= ∈∂W n        (1.93) 

Здесь nW  – некоторая функция, зависящая от координат и решения u . 

Пусть в области D  задана сетка { }( , , ), 1,...,P i i i iP x y z i Nω = = = , 

содержащая как внутренние точки области D , так и точки ее границы D∂ . 

Множеством Pω  обозначим все внутренние точки Pω . Пусть на сетке Pω  

построено множество ( ) { }( , , , ), , , , , 1,...,
m m m m m m m mP m i j k l i j k l PT T P P P P P P P P m Mω ω= = Δ ∈ =  

тетраэдров, про которое известно следующее: 

1) ( )PT ω  содержит все узлы Pω ; 

2) образующие ( )PT ω  тетраэды mT  имеют ненулевой объём и 

пересекаются не более чем по образующим их вершинам или рёбрам, 

или граням; 

3) объединение тетраэдров 
1

M

h m
m

D T
=

=∪  имеет ту же связность, что и 

область D ; 

4) отношение объёмов / 1hD Dγ ε= = −  (0 1ε≤ < ). 

5) в случае 0ε >  величина γ  стремится к 1 при бесконечном измельчении 

( )PT ω  с учетом криволинейности граничной поверхности D∂ ; 

6) центр масс каждого тетраэдра проектируется на каждую его грань; 

7) центр масс каждой грани тетраэдра проектируется на все её рёбра. 

Вопросы построения такой сетки выходят за рамки настоящей работы. 

На ( )PT ω  определим также множество барицентрических контрольных 

объёмов ( ) { }( ), , 1,...,P i i i PV V V P P i Nω ω= ≡ ∈ = . Каждый контрольный объём 
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( )iV P  имеет центр в точке iP  и строится следующим образом. Сначала 

определяется множество тетраэдров, имеющих в качестве одной из вершин 

точку iP . Затем в каждом таком тетраэдре 
jmT  (см. рис. 1.4) выбирается 

локальная правая аффинная система координат с центром в точке iP  и 

направляющими векторами ( )
ji mPP α

JJJJJJG
 (здесь ( )

jmP α  – остальные вершины 

тетраэдра, занумерованные так, чтобы векторы ( )
ji mPP α

JJJJJJG
 образовали правую 

тройку). Далее определяются центр масс 
jmM  тетраэдра, центры масс ( )

jmQ α  

граней, опирающихся на точку iP , и центры рёбер ( )
jmR α , исходящих из точки 

iP : 

( )

( )

3
( ) ( ) ( ) ( 1)

1

( ) ( )

1 1, ,
4 3
1 , 1,2,3.
2

j j j j j

j j

m i m m i m m

m i m

M P P Q P P P

R P P

α α α α

α

α α α

+

=

⎡ ⎤
= + = + +⎢ ⎥⎣ ⎦

= + =

∑
 

Вводятся также объём тетраэдра 
jmT  

(1) (1) (1)
(1) (1) (1)

(2) (2) (2)
(2) (2) (2)

(3) (3) (3)
(3) (3) (3)

( ) ( )

1
1 1 ,1 6
1

, , , , 1,2,3;

j j j
j j j

j j j j
j j j

j j j
j j j

j j

i i i
m m m

m m m

m m m m
m m m

m m m
m m m

m m i

x y z
x y zx y z

T x y zx y z
x y zx y z

x y zα αξ ξ ξ ξ α

Δ Δ Δ

= = Δ Δ Δ

Δ Δ Δ

Δ ≡ − = =

 

площади ( )
jmS α  его боковых граней и основания относительно точки iP  и 

нормали ( )
jm
αn  к этим граням: 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

( ) ( ) ( 1) ( )

(0) (1) (2) (3) (1) (2) (2) (3)

1, , ,
2

/ 2 , 1,2,3;

1, ,
2

j j j j j

j j j j

j j j j j j j j

m i m m i m i m

m i m i m m

m m m m m m m m

S P P P PP PP

PP PP S

S P P P P P P P

α α α α α

α α α α α

+ +

+

⎡ ⎤≡ Δ = ×⎣ ⎦

⎡ ⎤= × =⎣ ⎦

≡ Δ = ×

n

JJJJJJG JJJJJJJG

JJJJJJG JJJJJJJG

JJJJJJJG JJJJJ G

( )(0) (1) (2) (2) (3) (0)

,

/ 2 .
j j j j j jm m m m m mP P P P S

⎡ ⎤
⎣ ⎦

⎡ ⎤= ×⎣ ⎦n

JJ

JJJJJJJG JJJJJJJG
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Рисунок 1.4. Составные части барицентрического контрольного объёма iV  

в тетраэдре 
jmT , примыкающем к точке iP . 

 

Наконец рассматривается множество тетраэдров 

( )(1) (1) (1), , ,
j j j jm i m m mT P R Q M= Δ , ( )(2) (1) (2), , ,

j j j jm i m m mT P Q R M= Δ , 

( )(3) (2) (2), , ,
j j j jm i m m mT P R Q M= Δ , ( )(4) (2) (3), , ,

j j j jm i m m mT P Q R M= Δ , 

( )(5) (3) (3), , ,
j j j jm i m m mT P R Q M= Δ , ( )(6) (3) (1), , ,

j j j jm i m m mT P Q R M= Δ , 

которые составляют множество 
6

( )

1
j jm mT T α

α=

=� ∪ , являющееся пересечением 

контрольного объёма iV  с тетраэдром 
jmT : 

j ji m mV T T= �∩ . Объединение всех 

таких тетраэдров составляет контрольный объём: 
6

( )

1 1 1

i i

j j

M M

i m m
j j

V T T α

α= = =

= =�∪ ∪∪ . 

Величина контрольного объёма равна 
6

( )

1 1 1

i i

j j

M M

i m m
j j

V T T α

α= = =

= =∑ ∑∑� . 

В дальнейшем нам понадобятся площади ( )
jmS α  оснований тетраэдров 

( )
jmT α , противолежащих точке iP , то есть площади треугольников 
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( )(1) (1) (1), ,
j j j jm m m mR Q MΔ = Δ , ( )(2) (1) (2), ,

j j j jm m m mQ R MΔ = Δ , ( )(3) (2) (2), ,
j j j jm m m mR Q MΔ = Δ , 

( )(4) (2) (3), ,
j j j jm m m mQ R MΔ = Δ , ( )(5) (3) (3), ,

j j j jm m m mR Q MΔ = Δ , ( )(6) (3) (1), ,
j j j jm m m mQ R MΔ = Δ  

(нумеруются в том же порядке, что и ( )
jmT α , см. рис.1.5а), а также площади 

( )
jmS α�  боковых граней этих тетраэдров, выходящих на границу тетраэдра 

jmT , 

то есть площади треугольников ( )(1) (1) (1), ,
j j jm i m mP Q RΔ = Δ� , ( )(2) (2) (1), ,

j j jm i m mP R QΔ = Δ� , 

( )(3) (2) (2), ,
j j jm i m mP Q RΔ = Δ� , ( )(4) (3) (2), ,

j j jm i m mP R QΔ = Δ� , ( )(5) (3) (3), ,
j j jm i m mP Q RΔ = Δ� , 

( )(6) (1) (3), ,
j j jm i m mP R QΔ = Δ�  (см. рис. 1.5б). Также понадобятся нормали ( )

jm
αn  и ( )

jm
αn�  к 

выше указанным треугольникам, направленные во внешность 
jmT� . 

(а) 

 
(б) 

 
Рисунок 1.5. Развертка боковой поверхности тетраэдра 

jmT  (а) и развертка 

поверхности объединения тетраэдров 
jmT�  (б). 
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С помощью введённых контрольных объёмов и варианта интегро-

интерполяционного метода, изложенного выше для случая треугольной 

сетки, можно построить следующую конечно-объёмную схему 

экспоненциальной подгонки на тетраэдральной сетке аналогичную (1.70): 

[ ] , 1,..., ,h h i iL U U f i N= − =                (1.941) 

[ ]
6 6

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 , ,
i
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Свойства схемы (1.94) полностью аналогичны свойствам схемы (1.70), 

в том числе: порядок аппроксимации, условная устойчивость в равномерной 

норме (принцип максимума в сильном или слабом смысле), устойчивость по 

правой части в комбинированной норме, сходимость в ( )1
2 PW ω . На основе 

схемы (1.94) по аналогии с предыдущим легко построить схему с весами для 

нестационарной начально-краевой задачи. 
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1.3 Численные методы решения одномерных уравнений Фоккера-

Планка и Шрёдингера 

В данном пункте кратко рассмотрим численные методы решения 

уравнений Фоккера-Планка и Шрёдингера на ортогональных сетках. 

Начнём рассмотрение с уравнения Фоккера-Планка (1.12) с 

нелокальными граничными условиями (1.13). В его основе лежит 

обыкновенное дифференциальное уравнение 2-го порядка с интегральными 

коэффициентами, зависящими от решения. Для численного решения такого 

рода задач предлагается применить метод конечных разностей на 

неравномерной сетке по энергетической координате ε . Структура уравнения 

позволяет построить нелинейную схему экспоненциальной подгонки вида 

(1.35), рассмотренную выше. 

Ввиду нелинейности краевой задачи (1.12), (1.13) необходимо 

использование итерационного процесса, для чего предлагается использовать 

метод Ньютона, поскольку он существенно ускоряет процедуру решения. 

При его реализации ввиду нелокального характера нелинейности матрица 

перехода от итерации к итерации получается полностью заполненной. В 

результате решение линейной алгебраической задачи на каждой итерации 

проводится методом Гаусса с выбором главного элемента по строке. Для 

того, чтобы сходимость итераций по Ньютону имела место в широком 

диапазоне изменения параметров задачи, матрица нелинейной 

алгебраической задачи масштабируется таким образом, чтобы обеспечить 

диагональное преобладание матрицы перехода. Другие детали 

предложенного численного алгоритма рассматриваются в гл. 3. 

Для решения задачи линейного туннельного транспорта (1.14)-(1.16) 

предложено несколько подходов. 

Первый подход предлагается для случая, когда уравнение (1.14) не 

является сингулярным (параметр ( )
2

2
max max2

2 max , 1mL eVγ ε= ≤
=

) и конкретный 

вид волновых функций не используется, а вычисляется лишь коэффициент 
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туннелирования (1.17) в диапазоне энергий ( )max0,ε . В этой ситуации 

применяется метод передаточных матриц (МПМ) [262, 263]: вся область 

туннелирования [ ]0, L  покрывается сегментами одинаковой или различной 

длины, на каждом из которых потенциальный профиль ( )V x  

аппроксимируется либо константой ( )10.5j j jV V V += + , либо линейной 

функцией ( )1( )j j j jV x x V V++ − + . На каждом сегменте уравнение (1.14) 

решается аналитически: его решениями являются либо полиномы второго 

порядка, либо функции Эйри. Решения на соседних сегментах сшиваются с 

помощью условий сопряжения типа (1.16). 

Такая методика позволяет быстро рассчитать коэффициенты 

прохождения T и отражения R, а также коэффициент туннелирования D, по 

произведению передаточных матриц jQ . Данный подход однако имеет 

недостатки. Если используется кусочно-постоянная аппроксимация барьера, 

то возникают мелкомасштабные осцилляции решения (что приводит к ряби 

на кривой коэффициента туннелирования), а некоторые передаточные 

матрицы могут быть вырожденными (при jVε = ). Если же используется 

кусочно-линейная аппроксимации барьера, то возникают проблемы с 

вычислением функций Эйри, расчёты которых имеет высокую 

арифметическую сложность, а погрешность тем больше, чем больше угол 

наклона аппроксимирующей прямой. 

В диссертации предложено было объединить оба варианта МПМ так, 

чтобы на сегментах, где угол наклона кривой барьера мал (порядка 

нескольких градусов) или велик (близок к 90° ) использовать косочно-

постоянную аппроксимацию нижним или верхним значением потенциала, а в 

остальных случаях использовать кусочно-линейное приближение. Данный 

объединённый вариант МПМ был реализован и подтвердил свою 

эффективность [A44, A48]. Однако ещё более универсальным оказался МПМ 
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на основе симметричной схемы Адамса. Для этого уравнение (1.14) было 

приведено к системе уравнений 1-го порядка 

( ) ( ) ( )2, , .d dpp a x a x E V x
dx dx
ψ
= = − ψ ≡ γ −⎡ ⎤⎣ ⎦                                   (1.95) 

Применяя к (1.95) схему Адамса на равномерной сетке, были получены 

рекуррентные соотношения для определения передаточных матриц 
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и связь между значениями неизвестных функций в граничных точках: 
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МПМ на основе схемы Адамса сравнивался с объединённым МПМ. 

Тестирование показало, что на разбиениях отрезка интегрирования 

одинакового размера, МПМ на основе схемы Адамса выполняется в 

несколько раз быстрее, чем объединённый МПМ [A48]. 

Второй подход был предложен для случая, когда безразмерное 

уравнение (1.14) является сингулярным: 2 1γ � . В этой ситуации метод 

передаточных матриц даёт ошибочные результаты ввиду быстрого 

накопления ошибок округления. Поэтому предложено было искать 

численное решение (например, методом комплексной прогонки) сеточного 

аналога следующей безразмерной краевой задачи: 

( ) ( ]

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
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2

2 , 0, 0 1, 0, ,

0 2 0 , 1 1 ;

0 1, 1 .R

M

L R

i

a x x
x

i i
x x

R T e γ

ψ γ ε ψ ε ε

ψ ψγ ψ γ ψ

ψ ψ −

∂
− = < < ∈

∂
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= − =
∂ ∂
= − =

             (1.96) 

(Здесь L Lk Lγ = , R Rk Lγ = ). Задача (1.96) эквивалентная задаче (1.14)-(1.16). 

Предложенный подход даёт правильные результаты, если выполняется 

естественное условие на шаг сетки: 1hγ � . При этом безусловно приходится 

вычислять волновую функцию ψ  во всех точках сетки, а для этого вводить 
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дополнительные массивы для хранения её значений и значений комплексных 

коэффициентов прогонки. Тем не менее, алгоритм оказывается достаточно 

быстрым и экономичным, даже с учётом того, что задачу вида (1.96) 

приходится решать для большого числа значений энергии ε . 

Для решения одномерного нелинейного уравнения Шрёдингера типа 

(1.18) также формулируется краевая задача вида (1.96): 
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           (1.97) 

Однако суммарный оператор, действующий на каждую волновую функцию, 

является сильно нелокально нелинейным. Матрица сеточного гамильтониана 

оказывается полностью заполненной. Поэтому базовым алгоритмом решения 

является итерационный процесс по нелинейности (причём используются 

простые итерации), а на каждой итерации применяется комплексное LU-

разложение. Детали метода изложены в гл. 5. Отметим только, что 

применение здесь итераций по Ньютону неприемлемо ввиду сильной 

нелокальной нелинейности большого количества связанных сеточных задач. 

 

1.4 Разрешение проблемы некорректности одномерных краевых 

задач для уравнений Фоккера-Планка и Шрёдингера 

В данном пункте рассматривается проблема некорректности 

одномерных краевых задач для стационарных уравнений Фоккера-Планка и 

Шрёдингера. Дифференциальная задача в этих случаях часто не является 

корректной ввиду нелинейности интегрального закона Ома. Применительно 

к задачам туннелирования это означает, что если на внешних электродах 

структуры задано напряжение больше критического, то развивается 

неустойчивость, при которой прохождение электронных волн через 

структуру осуществляется несколькими способами, то есть имеет место 
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неоднозначность решения. Один из возможных путей разрешения этой 

проблемы состоит в использовании геометрического метода. 

Как известно, в пространственно одномерных системах величина тока 

не зависит от пространственной координаты. Следствием этого является 

непрерывность вольт-амперной характеристики (ВАХ) системы, в том числе 

для бистабильной или мультистабильной одномерной системы. В последнем 

случае на ВАХ имеются участки S и/или N типа (см. рис. 1.6a). Каждой точке 

ВАХ соответствует стабильное или нестабильное состояние системы. Для 

нахождения всех решений для заданного значения напряжения (или тока) 

необходимо провести дополнительную линию нагрузки и локализовать точки 

пересечения. Другими словами, для поиска всех ветвей решения 

математической задачи при заданном значении параметра (напряжения или 

тока), необходимо задать дополнительное условие, выделяющее однозначно 

каждую из точек пересечения ВАХ с линией нагрузки. Для известной формы 

ВАХ проведение линии нагрузки – простая задача. Если же исходная задача 

нелинейна, и ее ВАХ неизвестна (то есть определяется только вместе с 

решением), то проведение линии нагрузки становится большой проблемой. 
 

(а) 

 

(б) 

 
Рисунок 1.6. Пример нелинейной вольт-амперной характеристики (черная 

кривая) и проведения к ней линий нагрузки (синяя и красная прямые) (a) и 

иллюстрация применения геометрического метода (б). Зелеными точками 

помечены различные ветви решения. 
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Для преодоления указанной проблемы предлагается при решении 

задачи в области неустойчивости добавлять к основной системе уравнений 

дополнительное, описывающее линию нагрузки и выделяющее уникальную 

ветвь решения. Для этого необходимо, чтобы линия нагрузки пересекала 

ВАХ только в одной точке. Обеспечить выполнение этого условия на всей 

плоскости невозможно. Однако если рассмотреть малую окрестность вблизи 

некоторой точки ВАХ, такое проведение линии нагрузки возможно. В 

варианте предложенного метода используется следующая процедура задания 

линии нагрузки. ВАХ по определению задается интегральным соотношением 

j Eσ= ,                   (1.98) 

где j  и σ  в общем случае могут быть функционалами. Вычисления ВАХ 

начинаются с точки равновесия (E0=0, j0=0), в которой решение исходной 

задачи известно или легко вычисляется. Обычно, равновесное (основное) 

состояние электронной системы единственно. Начальная часть ВАХ вблизи 

точки равновесия близка к линейной функции (всегда можно выбрать такую 

малую окрестность, где это справедливо). Поэтому, нахождение нескольких 

следующих точек на кривой ВАХ с малым шагом по обеим координатам (E, 

j) не вызывает сложностей. 

Будем считать, что последней вычисленной точкой была (Ek, jk). При 

этом решение задачи оставалось единственным. В плоскости (E, j) перейдем 

к локальной полярной системе координат (ρ, φ) с центром в точке (Ek, jk): 

( ) ( )cos , sink k k kE E j jρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ= + − = + − .    (1.99) 

Здесь ρ – расстояние, отсчитываемое от точки (Ek, jk), φ – угол, 

отсчитываемый против часовой стрелки от оси (0, E). Для вычисления новой 

точки ВАХ (Ek+1, jk+1) вокруг нового начала координат проведём окружность 

малого радиуса kρ  и через точку пересечения этой окружности с осью φ=φk 

(где φk – угол наклона касательной к ВАХ в точке (Ek, jk) или близкий к нему) 

провести линию нагрузки. 
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Линия нагрузки может быть произвольной функцией, например, 

прямой перпендикулярной оси φ=φk. Удобнее, чтобы она была близка к 

проведенной окружности, но пересекала ВАХ только в одной точке. В 

предлагаемом алгоритме выбрана Верзьера Аньези (красная линия на рис. 

1.6б): 

[ ]
[ ]

22

22

( )cos ( )sin

4 ( )sin ( )cos
.

4 ( )sin ( )cos

k k k k

k k k k k
k

k k k k k

E E j j

E E j j
E E j j

ϕ ϕ

ρ ϕ ϕ
ρ

ρ ϕ ϕ

− + − =

− − − −
=

+ − − −

           (1.100) 

При достаточно малом радиусе kρ  кривая (1.100) пересекает ВАХ только в 

одной точке вблизи проведенной окружности. Уравнения (1.98)-(1.100) 

замыкают исходную задачу так, что ее решение и новая точка ВАХ (Ek+1, jk+1) 

находятся единственным образом. Применяя этот подход, можно рассчитать 

ВАХ любой конфигурации. 

Другой подход, который также использовался в диссертации, основан 

на выделении «нижней» и «верхней» устойчивых ветвей решения. В рамках 

этого подхода ставится задача минимизации (максимизации) функционала 

тока (1.98). Решение задачи минимизации производится одним из известных 

методов (см., например, [264, 265]). 

В заключение главы отметим, что в ней были рассмотрены основные 

математические модели и разработаны или выбраны основные численные 

методы и подходы, применяемые для анализа прикладных задач микро- и 

наноэлектроники, рассматриваемых в гл. 3-7. Результаты главы 1 

опубликованы в работах [A2, A4, A7, A27, A29, A31, A39, A42, A44, A45, 

A47-A49]. 



ГЛАВА 2 

Параллельные алгоритмы и технологии 

 

В данной главе предложены параллельные алгоритмы и технологии 

программирования для реализации численных методов, разработанных в гл. 

1 и используемых при решении выбранных прикладных задач. При 

распараллеливании предполагается гибридная архитектура МВС, 

предполагающая на внешнем уровне распределённую модель вычислений, а 

на внутреннем – параллельные вычисления на общей памяти. Завершается 

глава описанием программных моделей и платформ, которые использовались 

для создания программ и комплексов компьютерного моделирования 

конкретных задач в выбранных предметных областях. 

 

2.1 Параллельные алгоритмы на основе преобразования Фурье 

В данном пункте рассмотрим алгоритмы на основе преобразования 

Фурье (ПФ или FT) [266-294]. Такие алгоритмы используются при решении 

многих практических задач, в том числе, в рамках численного анализа 

методом сеток уравнений в частных производных [283, 284, 289-291, 293, 

294]. В этом контексте они применяются для численного решения краевых 

задач для эллиптических и параболических уравнений с постоянными 

коэффициентами на ортогональных равномерных сетках. Как известно, в 

этом случае для применения алгоритмов на основе ПФ необходимо, чтобы 

собственные значения и собственные функции дифференциальной и/или 

разностной задачи были известны или легко вычислялись. Обычно 

рассматриваются краевые задачи, имеющие в качестве собственных функций 

синусы, косинусы, комплексные экспоненты и некоторые другие 

тригонометрические полиномы. 

В данной работе рассматривается дискретное преобразование Фурье, 

которое применяется для решения уравнения Пуассона на равномерных 

ортогональных сетках в декартовых координатах, когда один или несколько 
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коэффициентов при старших производных тождественно равны 1. В 

последовательном варианте численного алгоритма применяется так 

называемое быстрое преобразование Фурье (БПФ или FFT), детали которого 

изложены в [283-288]. Параллельная реализация БПФ в различных вариантах 

обсуждается в [284, 289-294]. 

Безотносительно области применения последовательное и 

параллельное БПФ наиболее эффективно реализуются в специализированных 

процессорах с внутренней многопоточной архитектурой. Однако при этом 

длина обрабатываемого массива не превосходит некоторой фиксированной 

степени 2. Устаревшие модели Фурье процессоров оперировали с массивами 

длиной от 16 до 256 чисел с плавающей запятой одинарной точности (см., 

например, [295]). Современные Фурье и графические процессоры могут 

обрабатывать как линейные массивы вещественных и комплексных данных с 

одинарной и двойной точностью, так и многомерные массивы. Их 

максимальная длина зависит от объёма и структуры кэша и основной 

оперативной памяти процессора. 

При использовании параллельных кластерных систем с 

распределённой или гибридной архитектурой, не имеющей встроенной 

реализации БПФ, приходится обращаться к его программным реализациям. В 

этой ситуации возникают определённые проблемы. Если речь идёт о модели 

общей памяти и многопоточных вычислениях внутри узла кластера, то здесь 

известны эффективные реализации БПФ на базе варианта Кули-Тьюки [285, 

287-291]. Однако для задач большой размерности приходится переходить 

либо к гибридной архитектуре (то есть использовать всё большее число узлов 

кластера), либо к архитектуре графических или специальных вычислителей, 

находящихся внутри узла. В первом случае память становится 

распределённой и возникают коллективные обмены по сети. Во втором 

случае память становится иерархической, а количество потоков слишком 

большим. В результате эффективность распараллеливания БПФ становится 

очень низкой. 
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Данная работа не претендует на первенство в эффективности 

распараллеливания БПФ. Целью автора было лишь получить собственную 

более менее эффективную параллельную реализацию БПФ в рамках 

гибридной модели вычислений, соответствующей архитектуре современных 

кластеров, состоящих из узлов с несколькими многоядерными процессорами 

на общей памяти и связанными с соседями высокоскоростной сетью. Идея 

распараллеливания БПФ состояла в следующем. Во-первых, для 

конструирования впоследствии сложных алгоритмов на базе БПФ следует 

при распараллеливании использовать самый простой его вариант, которым 

является БПФ на основе прореживания по времени по модулю 2. Во-вторых, 

следует отталкиваться от исходного (не быстрого) преобразования Фурье, 

чтобы сохранить ресурс параллелизма. В-третьих, на каждом конкретном 

процессоре или ядре в конечном итоге необходимо выполнять только 

последовательное БПФ пониженной размерности и процедуры слияния. В-

четвертых, желательно сохранить асимптотику БПФ. Ниже излагается 

алгоритм, который удовлетворяет этим требованиям и условно назван 

оптимизированным преобразованием Фурье (ОПФ). 

Для иллюстрации разработанного подхода рассмотрим следующую 

модельную краевую задачу: 

( ) ( )

( ) ( )
1

, ,

, ,

m
muk f D

x x

u g D

α
α α α=

⎛ ⎞∂ ∂
= − ∈ ⊂⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= ∈∂

∑ r r r

r r r

E
       (2.1) 

где  – область евклидова пространства D mE  размерности 1,2,3m = , 

1( ,..., )mx x=r . Для определённости рассмотрим простейший её вариант: 

( ) ( ) ( )
1

0,1 ; 1, ; 0, .
m

D k D gα
α=

= ≡ ∈ ≡∏ r r r r D∈∂      (2.2) 

Численное решение задачи (2.1), (2.2) будем проводить на равномерной 

ортогональной декартовой сетке 

1

m

xα
α

ω
=

Ω =∏ , ,
1, 0,..., , , 1,.., .x ix x i h i N h

Nα αα α α α α α α
α

ω α
⎧ ⎫

= = = = = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

m  
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по известной разностной схеме «крест»: 

( )
1

, ; 0,
m

h h x h h h hx
y y f y

α
αα=

Λ ≡ = − ∈Ω = ∈∂Ω∑ r .r      (2.3) 

Здесь  и  – совокупности внутренних и граничных узлов сетки Ω ∂Ω Ω . 

Реализация схемы (2.3) методом дискретного преобразования Фурье 

приводит к цепочке формул (см. [283]): 

( ) ( ) ( )

( )

1

1 1

1

1

1 1

1

1 1

1

1,..., 1

...
1,..., 11 1

2
...

... ... 2
1...

... ...
1,..., 1 1

2 ,..., sin ,

4, sin , 1,..., 1,
2

sin

m

m m

m

m

m m

m

m m

m

N Nm m

k k i i i
i i

m
k k

k k k k
k k

N m

i i k k i
k k

h f x x k x

k hS k
h

y S k x

α

α

α α
α α

α α
α α

α α

α
α

ϕ π

ϕ πλ
λ

π

− −

= == =

=

= = =

= × ×

⎛ ⎞⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= ×

∑∏ ∏

∑

∏
1 1,..., 1

, 1,..., 1, 1,..., .
mN

i Nα α α
− −

= − =∑

N −

m

   (2.4) 

Данный алгоритм имеет арифметическую сложность ( )2O N , где 

 – размерность алгебраической задачи. Быстрое 

преобразование Фурье при реализации формул (2.4) имеет арифметическую 

сложность 

(
1

1
m

N Nα
α=

=∏ )−

( )2logO N N . Следуя [283, 293, 294], стоит комбинировать БПФ с 

алгоритмом полной редукции или прогонки по одной из переменных 

(назовём условно этот алгоритм – КБПФ). Тогда арифметическая сложность 

реализации формул (2.4) понижается до ( )1/
2log m mO N N −  (если все 

размерности Nα  совпадают). 

При параллельной реализации алгоритма КБПФ можно 

распараллеливать как этап редукции (прогонки), так и алгоритм целиком. В 

любом случае при размерности 2  может понадобиться параллельный 

алгоритм БПФ по одной или нескольким координатам. Поэтому рассмотрим 

один из возможных вариантов такого распараллеливания на примере 

одномерного варианта формул (2.4): 

m ≥
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( )
1

1

1

1

2sin , , 1,..., 1,

sin , 1,..., 1.

N
k

k j j k
j k

N

l k
k

kj hf x S k N
N

kly S l N
N

π ϕϕ
λ

π

−

=

−

=

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

= −
     (2.5) 

Здесь введены обозначения 1j i= , 1k k= , 1h h= , j
jx hj

N
= = , ( )j jf f x= . 

Формулы (2.5) обычно приводят к комплексному Фурье-

преобразованию длины ,  или . Наиболее простым при 

распараллеливании будет первый вариант, поскольку он содержит лишь одно 

обращение к комплексному БПФ на полном периоде: 

2N N / 2N

( )

( ) ( )
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1

1 1

1 1

1

1

1 1

1 1
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1 2 2Im exp exp , 1,..., 1,
2 2 2
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j

N N

j N j
j j
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N N
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N
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kiy S
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kl klS i S i l
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π π

−

=

− −

−
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⎛ ⎞= =⎜ ⎟
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Если ввести обозначения: 

( ) ( )

( ) ( )
0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

1
( )

,
0

, ,..., , , ,..., ,

, ,..., , , ,..., ,

2exp , 0,..., 1,

T
j N j N N N

T
k N k N N N

M

M p j
j

f f f f f f f f

S S S S S S S S

pjF f i k M
M
π

− − −

− − −

−
±

=

⊕ − = − − −

⊕ − = − − −

⎛ ⎞= ± = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

      (2.6) 

и учесть, что , 0 0Nf f= = 0 0NS S= = , то формулы (2.5) можно записать в 

компактном виде 

( )( )
( )( )

( )
2 ,

( )
2 ,

1 2Im , , 1,..., 1,
2
1 Im , 1,..., 1.
2

k
k N k j N j k

k

l N l k N k

hF f f S k N

y F S S l N

ϕϕ
λ

+
−

+
−

⎡ ⎤= ⊕ − = =⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⊕ − = −⎣ ⎦

−
    (2.7) 
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С учётом соотношений (2.7) легко видеть, что распараллеливание алгоритма 

(2.5) эквивалентно распараллеливанию дискретного преобразования Фурье 

по комплексным экспонентам: 
1

( ) ( )
,

0

1
( ) ( ) ( )

,
0

2exp , 0,..., 1,

1 2 1exp , 0,..., 1.

N

N k j j k
j

N

l k N l k
j

kjF f f i E k N
N
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π
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⎛ ⎞ ⎡ ⎤= ± = =⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑

∑ −
    (2.8) 

Преобразуем прямое преобразование из (2.8) к виду, использующемуся 

при реализации БПФ: 
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Если положить  при 02 1 0jf − = j = , то во второй сумме нижний предел можно 

заменить на 0. Тогда, разбив коэффициенты на две части по k, получим: 
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π π π

π

−

=

−

−
=

− −

−
= =

± ±
−

+⎟
⎠

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ±⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± − ± =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑

∑

∑ ∑

∓

∓

∓ , 0,..., / 2 1.k N= −

=

 

В итоге: 
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( ) ( ) ( )
, /2, 2 /2, 2 1

( ) ( ) ( )
, /2 /2, 2 /2, 2 1

,

,

2exp , 0,..., / 2 1.

k
N k j N k j N N k j

k
N N k j N k j N N k j

k
N

F f F f W F f

F f F f W F f

kW i k N
N
π

± ± ±
−

± ± ±
+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∓

−

2

−

     (2.91) 

Преобразование (2.9) носит название «бабочка». БПФ на основе 

преобразования (2.9) носит название «БПФ на основе прореживания по 

времени по основанию 2». Дальнейшее применение формул (2.9) для 

 приводит к соотношениям: ' /N N=
( ) ( ) ( )

/2, 2 /4, 4 /2 /4, 4 1

( ) ( ) ( )
/2, /4 2 /4, 4 /2 /4, 4 1

( ) ( ) ( )
/2, 2 1 /4, 4 2 /2 /4, 4 3

( )
/2, /4 2

,

,

,

k
N k j N k j N N k j

k
N N k j N k j N N k j

k
N k j N k j N N k j

N N k

F f F f W F f

F f F f W F f

F f F f W F f

F f

± ± ±
−

± ± ±
+ −

± ± ±
− − −

±
+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
( ) ( )

1 /4, 4 2 /2 /4, 4 3 ,

0,..., / 4 1.

k
j N k j N N k jF f W F f

k N

± ±
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= −

    (2.92) 

Применение формул для 1' / 2mN N −=  приводит к соотношениям: 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )
/2 , 2 /2 , 2 /2 /2 , 2 1

( ) ( ) ( )
/2 , /2 2 /2 , 2 /2 /2 , 2 1

( ) ( )
/2 , 2 (2 1) /2 , 2 (

,

,

...

m m m m m m m

m m m m m m m m

m m m m m

k
N k j N k j N N k j

k
N N k j N k j N N k j

N k j N k j

F f F f W F f

F f F f W F f

F f F f

− − −

− − −

− − −

± ± ±
−

± ± ±
+ −

± ±
− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 1

1 1 1 1

( )
2 2) /2 /2 , 2 (2 1)

( ) ( ) ( )
/2 , /2 2 (2 1) /2 , 2 (2 2) /2 /2 , 2 (2 1)

,

,

0,..., / 2 1.

m m m m m

m m m m m m m m m m m

k
N N k j

k
N N k j N k j N N k j

m

W F f

F f F f W F f

k N

−

− − − −

±
− −

± ± ±
+ − − − − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡= − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

= −

−

⎤
⎦

 (2.9m) 

Рекурсивные формулы (2.9) являются основой БПФ. В 

последовательном варианте они применяются до тех пор, пока размерность 

очередного преобразования не станет равной 1. При распараллеливании 

такого алгоритма в рамках модели общей памяти производится 

одновременное вычисление «бабочек» на каждом шаге рекурсии. Такое 

распараллеливание имеет смысл, пока все вектора укладываются в кэш 

многоконвеерного процессора или видеопроцессора. Иначе тесная связь 

вычислений и выборки из оперативной памяти делают алгоритм 
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неэффективным. Выходом из положения является блочный алгоритм, 

учитывающий размеры кэша каждого вычислителя. Более подробно эти 

алгоритмы рассматриваютс в фундаментальном обзоре [289]. 

В рамках модели распределённых параллельных вычислений наиболее 

эффективным будет алгоритм, в котором рекурсия БПФ выполняется до 

уровня , где 2logm p= p  – количество вычислителей, связанных в МВС 

какой-либо сетью. На последнем уровне  все преобразования Фурье 

вычисляются по последовательному алгоритму БПФ, причём их количество 

коррелирует с числом вычислителей и позволяет выполнить их в полностью 

параллельном режиме. Это обстоятельство является посылкой для 

излагаемого ниже параллельного алгоритма. 

m

Итак, пусть мы имеем МВС с распределённой симметричной 

архитектурой, состоящей из 2mp =  вычислителей, имеющих возможность 

обмениваться данными между собой с помощью достаточно скоростной сети. 

Для выполнения БПФ над массивом комплексных чисел размерности 2nN =  

( ), линейно распределённым по вычислителям, необходимо сначала 

вычислить последовательные БПФ размерности  (уровень m ): 

n m�

/ 2mN
( )

/2 , 2
, 0,..., / 2 1, 0,...,m m

m
k N k j l

F f k N l pϕ ±
−

⎡ ⎤= = − =⎣ ⎦ 1.−    (2.10) 

Для этого процессоры должны сделать выборку { } /2

2 0

m

m

N

j l j
f

− =
 нужных им 

элементов из общего распределённого массива { } 1

0

N

j j
f

−

=
, и вычислить каждый 

свой вектор ( ) { } /2 1
( ) ( ) ( ) ( )

0 /2 1 /2 , 2 0
,...,

m

m m m

N
l l l

m N N k j l k
F fϕ ϕ

−
±

− − =

⎡ ⎤= = ⎣ ⎦Φ . 

Далее каждые два смежных процессора  и 2 12l l +  должны обменяться 

векторами  и  и вычислить новые векторы по формулам (2.9(2 )l
mΦ (2 1)l

m
+Φ m): 

1 1

1 1

(0) (0) (1) (1) (0) (1)
1 1/2 /2

( 2) ( 2) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
1 1/2 /2

, ,

...
, .

m m

m m

m m m m m mN N

p p p p p
m m m m m mN N

− −

− −

− −

− − − − −
− −

= + ⋅ = − ⋅

= + ⋅ = − ⋅

Φ Φ W Φ Φ Φ W Φ

Φ Φ W Φ Φ Φ W Φ p−

 (2.11) 
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Здесь { }
1

1 1

/2

/2 /2 , 0

m

m m

Nk
kjN N k j

W δ
−

− −
=

= ⋅W  – диагональная матрица, kjδ  – символ 

Кронекера. 

На следующем этапе изменится порядок смежности процессоров при 

обменах. Обмены будут производиться по схеме 0 2,1 3,↔ ↔ и т.д.. Это 

позволит сохранить упорядочение вектора коэффициентов преобразования. 

После обмена необходимо провести вычисления по формулам (2.9m-1): 

2 2

2 2

2 2

(0) (0) (2) (1) (1) (3)
2 1 1 2 1 1/2 /2

(2) (0) (2) (3) (1) (3)
2 1 1 2 1 1/2 /2

( 4) ( 4) ( 2) ( 3) ( 3) ( 1)
1 1/2 /2

, ,

, ,

...
, ,

m m

m m

m m

m m m m m mN N

m m m m m mN N

p p p p p p
m m m m m mN N

− −

− −

− −

− − − − − −

− − − − − −

− − − − −
− −

= + ⋅ = + ⋅

= − ⋅ = − ⋅

= + ⋅ = + ⋅

Φ Φ W Φ Φ Φ W Φ

Φ Φ W Φ Φ Φ W Φ

Φ Φ W Φ Φ Φ W Φ

Φ 2 2
( 2) ( 4) ( 2) ( 1) ( 3) ( 1)

1 1/2 /2
, .m m

p p p p p p
m m m m m mN N− −
− − − − −
− −= − ⋅ = − ⋅Φ W Φ Φ Φ W Φ

−

−

      (2.12) 

В итоге таких переходов получим коэффициенты прямого 

преобразования (2.8), упорядоченные в естественном порядке и линейно 

расположенные по процессорам. Аналогично делается обратное 

преобразование (2.8). Этот алгоритм не является классическим параллельным 

быстрым преобразованием Фурье, поскольку он не является однородным 

(при 1p =  используется один алгоритм, при 1p >  – другой). Поэтому 

назовём его для любого p  дискретным оптимизированным преобразованием 

Фурье или ОПФ. 

Оценим арифметическую сложность и объём оперативной памяти, 

которые потребуются для реализации изложенного алгоритма ОПФ. Для 

этого заметим, что реализация последовательного БПФ на одном 

вычислителе имеет оценку сложности 1 1 2 0 2log logQ C N N C N= +  

комплексных операций с плавающей точкой. Константа 1
3
2

C =  при 

реализации БПФ по алгоритму Кули-Тьюки (см. [289, 296]) при наличии у 

процессора аппаратной реализации комплексной арифметики. При эмуляции 

комплексной арифметики 1 5C = . Константа  отвечает за расчёты 0C
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коэффициентов k
MW . При массовых расчётах эту часть алгоритма можно 

опустить, поскольку она выполняется один раз при инициализации. 

Требуемая память – массив для хранения  комплексных чисел 

преобразования и массив для хранения комплексных коэффициентов 

поворота 

N

k
MW  размерности . Последний впрочем можно не учитывать 

по тем же причинам. 

2log N

Для выполнения ОПФ в параллельном режиме на каждом вычислителе 

производится выполнение одного последовательного БПФ размерности 

2m

N N
p
=  и  этапов линейной обработки комплексных массивов длины m N

p
. 

Эти затраты оценим величиной 1 2 2log
2 2 2m m m

N N NC C+ m . При наличии 

аппаратной комплексной арифметики 2 2C = , при её эмуляции – 2 8C = . 

Также следует добавить затраты на коллективный обмен на начальном этапе 

алгоритма и двухсторонние обмены на последующих этапах. Можем считать, 

что двухсторонний обмен вычислителей массивами длины N
p

 оценивается 

величиной 3
NC
p

, тогда оценка затрат на обмены каждого процессора будет 

величиной порядка ( )3 2 1NC p C3
N m

p p
− + . Константа  есть отношение 

скорости передачи данных комплексного типа к скорости обработки данных 

этого типа на элементарных операциях. Она зависит как от конкретных 

характеристик сети, так и от производительности процессора и может быть 

много больше, порядка или много меньше 1. В итоге арифметическая 

сложность параллельного ОПФ будет равна 

3C

1 2 2 2 3 2
1log log logp

N N N N pQ C C p C p
p p p p p

⎛ ⎞−
= + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
.   (2.13) 

Ускорение и эффективность ОПФ определяются стандартным образом (см. 

например, [297]) и могут быть оценены по следующим формулам 

 108



1

2 3 2

1 1 2 2

2 3 2

1 1 2 2

,
1 log1 1 1

log log

1 .
1 log1 1 1

log log

p
p

p
p

Q pS
Q C C p

C C p p

S
E

p C C p
C C p p

= =
⎛ ⎞⎛ ⎞−+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝

= =
⎛ ⎞⎛ ⎞−+ − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

p
N

p
N

⎠     (2.14) 

Из формул (2.14) следует, что представленный параллельный алгоритм ОПФ 

будет эффективен, если выполнено условие . 2 2log logp C N�

Оперативная память, которая потребуется для реализации ОПФ на 

каждом процессоре потребует 2 массива комплексных чисел размерности N
p

. 

Возвратимся теперь к исходному одномерному преобразованию Фурье 

по синусам (2.7), применяемому к решению краевой задачи. Для экономии 

памяти его можно привести к виду 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )
, 2 2 2 , 2 1 (2 1)

( ) ( )
, 2 2 2 , 2 1 (2 1)

1 Im ,
2
2 , 1,..., 1,

1 Im ,
2

1,..., 1.

k
k N k j N j N N k j N j

k
k

k

k
l N l k N k N N l k N j

F f f W F f f

hS k N

y F S S W F S S

l N

ϕ

ϕ
λ

+ +
− −

+ +
− −

⎡ ⎤ ⎡= ⊕ − + ⋅ ⊕ −⎣ ⎦ ⎣

= = −

− −

− −

⎤⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤= ⊕ − + ⋅ ⊕ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= −

 (2.14) 

В заключение пункта сделаем несколько замечаний. 

Во-первых, если число процессоров 2mp ≠ , то алгоритм ОПФ можно 

эффективно применять, если выбрать 2logm p k= + , где . При этом, 

чем больше , тем выше будет эффективность, поскольку в этом случае 

возникнет возможность балансировки загрузки процессоров. Однако брать 

 не выгодно вследствие возрастания накладных расходов при обменах. 

1,2,...k =

k

10k >

Во-вторых, таким же способом можно реализовать решение задачи 

Неймана, использующее преобразование Фурье по косинусам: 

 109



( )

[ ]( )

( ) ( )
, 2 2 2 , 2 1 (2 1)

( ) ( )
, 2 2 2 , 2 1 (2 1)

1 Re ,
2
2 , 0,..., ,

1 Re ,
2

0,..., ,

k
k N k j N j N N k j N j

k
k

k

k
l N l k N k N N l k N j

F f f W F f f

hC k N

y F C C W F C C

l N

ϕ

ϕ
λ

+ +
− −

+ +
− −

⎡ ⎤ ⎡= ⊕ + ⋅ ⊕⎣ ⎦ ⎣

= =

− −

− −

⎤⎦

⎡ ⎤= ⊕ + ⋅ ⊕⎣ ⎦

=

  (2.15) 

а также некоторых краевых задач для стационарного уравнения Шрёдингера, 

использующих преобразования по комплексным экспонентам. 

В-третьих, реализация многомерных преобразований вида (2.4) может 

основываться на изложенном одномерном преобразовании и, очевидно, будет 

более эффективной прн блочной стратегии распараллеливания. 

 

2.2 Параллельные алгоритмы на основе метода прогонки 

В данном пункте рассматриваются параллельные алгоритмы на основе 

метода прогонки. Они применяются для численного решения на 

ортогональных пространственных сетках линейных и нелинейных краевых 

задач для обыкновенных дифференциальных уравнений 2-го порядка и двух- 

и трёхмерных эллиптических уравнений (либо в комбинации с БПФ или 

ОПФ, либо в рамках итерационного метода переменных направлений), а 

также начально-краевых задач для одномерных и многомерных 

параболических уравнений (при применении локально одномерных схем 

расщепления). Параллельные алгоритмы для краевых задач 1-го, 2-го и 3-го 

рода, а также для периодических граничных условий тривиальны и были 

известны ещё с работ Н.Н. Яненко [175, 182], А.Н. Коновалова [184, 298], 

В.П. Ильина [299] и других авторов. В данной работе они распространены на 

случай немонотонных операторов (параллельная немонотонная прогонка) и 

нелокальных граничных условий (параллельная «интегральная» прогонка) 

[A27, A30] и использованы для реализации экспоненциальных схем на 

ортогональных сетках [A7, A17, A23, A25, A34]. 
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Рассмотрим сначала линейную алгебраическую задачу, которая 

возникает в результате построения выше указанных разностных схем и 

представляет собой систему уравнений с трехдиагональной матрицей (или 

близкую к ней). Такую задачу записывают обычно в следующем 

каноническом виде (см., например, [188, 189, 200, 283]): 

1111 −≤≤−=+− +− Ni,FyByCyA iiiiiii .     (2.16) 

На границе в случае 1-ой, 2-ой, 3-ей или смешанной краевых задач 

получаются уравнения 

NNNNN FyAyC,FyByC −=+−−=+− −101000 .             (2.171) 

В случае периодических граничных условий уравнения (2.16) имеют 

место для всех 12 −= N...,,i , а в узлах 1=i  и Ni = справедливы уравнения, 

записанные с учётом периодичности функции и её производной: 

.FyByCyA,FyByCyA NNNNNNN −=+−−=+− − 11121111           (2.172) 

В случае нелокальных граничных условий первое и последнее 

уравнения системы принимают вид 
1

0 0 0, 0 ,
1 0

,
N N

i i N i i N N N
i i

C y B y F A y C y F
−

= =

− + = − − =∑ ∑ .             (2.173) 

Относительно свойств коэффициентов системы (2.16)-(2.17) 

предполагается следующее: 

NiCBA iii ,...,0,0,0, =>≥ ,       (2.18) 

и либо выполняются условия 

, 0, 0,...,i i i i iC A B D D i N= + + > = ,              (2.191) 

либо условия 

1 1 , 0, 1,..., 1i i i i iC A B D D i N+ −= + + > = − .             (2.192) 

Последнее условие возникает в случае немонотонного сеточного оператора 

(например, при использовании схем экспоненциальной подгонки, 

обсуждавшихся в гл. 1) во внутренних узлах сетки. На границе в этом случае 

должны быть выполнены условия (2.191). Если краевая задача является 

нелокальной, то должны выполняться также условия её разрешимости. 
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Далее приведём последовательные варианты алгоритма прогонки, 

взятые из [188, 189, 200, 283] и записанные в единой системе обозначений. 

Правая прогонка: 

0 0
0 0

0 0

1

1 1

1

, ,

, , 1,..., ;

, , 1,...,0.

i i i i
i i

i i i i i i

N N i i i i

B F
C C

B F A i N
C A C A

y y y i N

α β

βα β
α α

β α β

−

− −

+

= =

+
= = =

− −

= = + = −

            (2.201) 

Левая прогонка: 

1

1 1

0 0 1

, ,

, , 1,...,0;

, , 1,..., .

N N
N N

N N

i i i i
i i

i i i i i i

i i i i

A F
C C

A F B i N
C B C B

y y y i N

α β

βα β
α α

β α β

+

+ +

−

= =

+
= = =

− −

= = + =

−             (2.202) 

Встречная прогонка: 

0 0
0 0

0 0 1

1

1

1

1 1

1
1

1

1

, , ,

, 1,..., ; , ,

, , 1,..., 1;

, , 1,...,0,
1

, 1,...,

i
i

i i i

i i i N N
i N

i i i N N

i i i i
i i

i i i i i i

M M M
M i i i i

M M

i i i i

B F B
C C C A
F A A Fi M
C A C C

A F B i N M
C B C B

y y y i M

y y i M N

α β α
α

ββ α
α

βα β
α α

β α β α β
α α

α β

−

−

−

+

+ +

+
+

+

−

= = =
−

+
= = = =

−

+
= = = −

− −

+
= = + =

−
= + = + .

Nβ

+

−

           (2.203) 

Правая циклическая прогонка: 

1 1 1
1 1 1

1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1

1
0

1

, , ,

, , , 1,..., ;

, ,
, , 2,...,1;

, , 1,...,1,
1

i i i i i i
i i i

i i i i i i i i i

N N N N N

i i i i i i i i

N N
N i i N i

N N

B F A
C C C

B F A A i N
C A C A C A

p q
p p q q i N

py y p y q i N y
q

α β γ

β γα β γ
α α α

β α γ
α β α γ
β α
α γ

− −

− − −

− − − − −

+ +

= = =

+
= = = =

− − −
= = +

= + = + = −
+

= = + = −
− −

.Ny=

        (2.204) 
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Интегральная прогонка: 
1

( ) ( ) ( ) ( )
1 0 0 0, 2 ,

1 0

12 21 22 0 11
0

12 23 22 13

23 0 11 13 21

12 23 22 13

(1) (2) (3)
0

, ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

, 1,..., 1.

N N
n n n n

n i i n N N N i i
i i

N

N
N

i i N i i

C y B y C y A y n

F Fy

F Fy

y y y y y y i N

α α

α α α α
α α α α

α α α α
α α α α

−

= =

= − = − =

− − −
=

−

− − −
=

−

= + + = −

∑ ∑ 1,2,3,

     (2.205) 

Здесь  – решения следующих краевых задач: ( )n
iy

1 1 0

1 1 0

1 1 0

(1) : , 1 1, 0, 0;
(2) : 0, 1 1, 0, 1;
(3) : 0, 1 1, 1, 0.

i i i i i i i N

i i i i i i N

i i i i i i N

A y C y B y F i N y y
A y C y B y i N y y
A y C y B y i N y y

− +

− +

− +

− + = − ≤ ≤ − = =
− + = ≤ ≤ − = =

− + = ≤ ≤ − = =

 

Правая немонотонная прогонка: 

0 1 0 1
0 0

0 0 0 1 1

1

1 1

1
1

1 1 1

, , ,

, 1,..., 1;

, , 1,...,0.
( / )

i
i

i i i

i i i
i

i i i

N N N i
N i i i i

N N N N N i

A A F A
B C C C B
F A i N

C B
F B By y y

C B A B A

α β α
α

ββ
α

β α β
α

+

− −

−

− −

−
+

− − +

= = =
−

+
= = −

−

+
= = +

−
i N= −

i

    

(2.206) 

В этом случае предполагается, что 1 1i i iC A B D+ −= + +  и выполняется условие 

1

1i

i

B
A +

≤  для . Если выполнено условие 1,...,0i N= −
1

1i

i

A
B −

≤  для , то 

используют левую немонотонную прогонку (её нетрудно выписать по 

аналогии с (2.20

1,...,i N=

6)). Если в какой-то точке сетки происходит смена одного из 

этих условий на другое (в дальнейшем назовём их условия (*)), то следует 

применить алгоритм встречной немонотонной прогонки (записывается 

аналогично (2.203) с учётом немонотонности). Если смена условий (*) 

происходит  раз, то используется обобщённая немонотонная прогонка 

(она обсуждается ниже). В частности, такой алгоритм прогонки используется 

тогда, когда алгебраическая задача (2.16) получается в результате 

k
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применения схем экспоненциальной подгонки вида (1.35) с ненулевой 

функцией E , несколько раз меняющей знак на отрезке интегрирования (см. 

также [А27]). 

В диссертации все указанные выше алгоритмы были реализованы в 

последовательном и параллельном вариантах. Реализация параллельных 

вариантов обсуждается ниже. 

 

2.2.1 Базовый алгоритм распараллеливания 

Рассмотрим параллельный алгоритм решения алгебраической задачи 

на примере системы (2.16)-(2.171), предполагая использование МВС с 

распределенной архитектурой, имеющей  вычислителей. Для этого введем 

равномерное линейное разбиение множества номеров узлов сетки 

 на связные подмножества 

p

{ N,...,,10=Ω } { })m()m(
m i,...,i 21=Ω  ( 10 −= p,...,m ), 

соответствующие разбиению вектора неизвестных по процессорам (см. рис. 

2.1). 
 

 
Рисунок 2.1. Разбиение расчетной области по вычислителям. 

 

В результате такого разбиения вычислитель с номером  будет 

обрабатывать )  точек. Представим далее решение на каждом 

внутреннем (

m

1( )(
1

)(
2 +− mm ii

10 −<< pm ) вычислителе в виде следующей линейной 

комбинации: 
)m,II(

ii
)m,III(

ii
)m,I(

i
)m(

ii yyyyyyy )m()m(
21

++=≡ ,             (2.211) 

где функции  (),( m
iy α , ,I II IIIα = ) полностью определены на множестве узлов 

 и играют роль базиса (см. рис. 2.2), а значения искомой функции на 

границе  –  и  – пока не известны. Во внутренних узлах 

mΩ

mΩ )(
1

mi
y )(

2
mi

y mΩ  
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функция  находится из уравнений (2.16), а функции ,  из 

уравнений (2.16) с нулевой правой частью. 

( , )I m
iy ( , )II m

iy ( , )III m
iy

 

 

Рисунок 2.2. Базисные функции  на вычислителе с номером m . ),( m
iy α

 

Граничные условия для  ставятся следующим образом: ),( m
iy α

.y,y;y,y;y,y )m,I(
i

)m,III(
i

)m,II(
i

)m,II(
i

)m,I(
i

)m,I(
i )m()m()m()m()m()m( 011000

212121
======       (2.221) 

Очевидно, что на нулевом и последнем вычислителях можно 

использовать неполные линейные комбинации: 
)0,()0,()0(

)0(
2

II
ii

I
ii yyyy += ,                 (2.212) 

)1,()1,()1(
)1(

1

−−−
−+= pIII

ii
pI

i
p

i yyyy p .               (2.213) 

Из левого граничного условия исходной задачи для базисных функций 

нулевого вычислителя получаем: 

.y,yByC
;y,FyByC

),II(
i

),II(),II(

),I(
i

),I(),I(

)(

)(

10
0

00
10

0
00

0
0

0
10

0
00

0
2

0
2

==−

==−
               (2.222) 

Из правого граничного условия исходной задачи для базисных 

функций последнего вычислителя получаем: 

.yAyC,y
;FyAyC,y

)p,III(
NN

)p,III(
NN

)p,III(
i

N
)p,I(

NN
)p,I(

NN
)p,I(

i

)p(

)p(

01
0

1
1

11

1
1

11

1
1

1
1

=−=

=−=
−

−
−−

−
−

−−

−

−

             (2.223) 
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Отметим, что базисные функции при выполнении условий (2.18), (2.19) 

удовлетворяют оценкам принципа максимума [188, 200]: 
( , ) 1 ( , ) ( , ), 0 1, 0 1, 0,..., 1I m II m III m

C C
y D F y y m p−≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = −

1≤

1

,         (2.231) 

( , ) ( , )0 II m III m
i iy y≤ + ,  для всех  и m .             (2.23i 2) 

Эти свойства обеспечивают устойчивость вычислений по формулам (2.21). 

Для нахождения неизвестных значений искомой функции в граничных 

узлах подобластей  запишем исходные уравнения (2.16) в двух соседних 

точках, принадлежащих вычислителям с номерами  и : 

mΩ

m +m

)(
2

)(
2

)(
2

)(
2

)(
2

)(
2

)(
2 11 mmmmmmm iiiiiii

FyByCyA −=+−
+−

, 

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1

)1(
1 11 +++++++ −=+−

+− mmmmmmm iiiiiii
FyByCyA . 

Если учесть в этих уравнениях очевидные связи 

,yy,yyyyyy )m()m()m()m()m()m()m()m( ii
)m,II(

ii
)m,III(

ii
)m,I(

ii 1
12222122 11111 +=++=

+−−−−
 

,yyyyyy,yy )m,II(
ii

)m,III(
ii

)m,I(
iiii )m()m()m()m()m()m()m()m( 11111 1

1
1

2
1

1
1

1
1

1
1

12
1

1 ++++− +++++++ ++==  

то несложно получить следующие уравнения 

,F~yB~yC~yA~
,F~yB~yC~yA~

)m()m()m()m()m()m()m(

)m()m()m()m()m()m()m(

iiiiiii

iiiiiii

1
1

1
2

1
1

1
1

1
12

1
1

2
1

122212

++++++

+

−=+−

−=+−
 

с коэффициентами 
),(

1)(
2

)(
2

)(
2

~ mIII
iii mmm yAA

−
= ,   )(

2
)(

2

~
mm ii

BB = ,  

),(
1)(

2
)(

2
)(

2
)(

2

~ mII
iiii mmmm yACC

−
−= ,   ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

( , )
1m m m m

I m
i i i i

F F A y
−

= +� , 

)1(
1

)1(
1

~
++ = mm ii

AA ,   ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 1

( , 1)
1m m m

II m
i i i

B B y+ + +
+
+

=� , 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1 1 1 11

( , 1)
m m m mi

III m
i i i

C C B y+ + +
+ +

+= −� ,   . ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1 1 1 11

( , 1)
m m m mi

I m
i i i

F F B y+ + +
+ +

+= +�

Действуя аналогично для каждой пары вычислителей, получим следующую 

систему из  уравнений для искомых 22 −p 22 −p  неизвестных 
(0) (1) (1) ( 1)

1 1 2 1 2, { , , ,..., p
i i i i i i iA y C y B y F i i i i i −

− +− + = − ∈Ω =� � �� �
1 },   (2.24) 

где под индексом 1 понимается переход к соответствующему соседнему i ±
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элементу из множества . Ω�

Нетрудно проверить, что в граничных узлах  и  уравнения 

(2.24) принимают вид (2.17

)(i 0
2

)p(i 1
1

−

1). Кроме того, в силу свойств (2.23) 

коэффициенты новой “короткой” системы уравнений также удовлетворяют 

условиям принципа максимума вида (2.18), (2.19). Таким образом, решение 

системы (2.24) существует и является единственным. Определив его методом 

обычной (скалярной) прогонки, можно с помощью формул (2.21), вычислить 

решение исходной задачи (2.16), (2.171). 

Приведем теперь полную последовательность действий в алгоритме 

параллельной прогонки. На первом этапе на каждом вычислителе с помощью 

алгоритма скалярной прогонки решаются три (или две) задачи для 

нахождения базисных функций . Затем находятся коэффициенты для 

новой задачи относительно неизвестных (

)m,(y α

)()(
21

, m
i

m
i yy 1,...,0 −= pm ). На втором 

этапе эти коэффициенты пересылаются одному из вычислителей, например, 

нулевому. Этот вычислитель осуществляет решение короткой системы 

уравнений (2.24) и рассылает полученные пары значений , 

соответствующим вычислителям. Получив эти данные, каждый 

вычислитель восстанавливает свою часть искомого решения по формулам 

(2.21). На этом процедура решения заканчивается. Альтетрнативным и 

вполне приемлемым вариантом второй части алгоритма является решение 

короткой системы на всех вычислителях. 

)m(
iy
1

)m(
iy
2

Рассмотрим теперь вопрос об ускорении и эффективности изложенного 

параллельного алгоритма. Оценим эти характеристики через количества 

обобщенных арифметических операций  и , необходимые для 

реализации вычислений соответственно на одном и на 

1Q pQ

p  вычислителях.  

Как известно, при решении исходной задачи с помощью скалярного 

алгоритма прогонки приходится выполнить NCQ 11 =  обобщенных 

арифметических действий. При решении задачи по изложенному 
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параллельному алгоритму производится ( )2 1 33 2 ( 1) 10p
NQ C C p C p
p

1= + − + −  

обобщённых действий (последнее слагаемое отвечает за обмен 10-ю числами 

каждого вычислителя с нулевым, константа , как и выше, есть отношение 

скорости передачи данных вещественного типа к скорости элементарных 

арифметических операций над этими данными). Последняя оценка следует из 

того, что на каждом вычислителе, кроме нулевого и последнего, решаются 

три задачи размерности 

3C

N
p

, а нулевой вычислитель решает еще и короткую 

задачу размерности . Константы ,  не зависят от 22 −p 1C 2C N  и  и близки 

по величине ( ). 

p

2.1~/ 12 CC

Теперь оценим величину ускорения и эффективность рассмотренного 

параллельного алгоритма: 

( )2 3

1 1

, 1
153 2 1

p
p

SpS
p p pC C

C C N

=
−⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

00%.pE = ⋅    (2.25) 

Эта формула показывает, что при Np <<  ускорение  близко к величине 

, а эффективность  составляет примерно 33 %. Безусловно, 

полученные оценки можно уточнить, если рассмотреть подробно структуру 

вычислений и учесть соотношения между различными видами 

арифметических операций. Однако полученная асимптотика не сильно 

изменится. 

pS

3/p pE

 

2.2.2 Обобщения базового параллельного алгоритма 

Рассмотрим теперь особенности использования изложенного выше 

базового алгоритма для параллельной реализации других вариантов 

прогонки. Прежде всего отметим, что изложенный алгоритм без изменений 

подходит для параллельной реализации правой и левой монотонной 

прогонки. 
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В случае параллельной реализации встречной монотонной прогонки 

возможно разбиение множества индексов Ω  не на p  смежных интервалов, а 

на 
2
p . Тогда каждые два смежных вычислителя выполняют алгоритм 

встречной прогонки для определения общих базисных функций . 

Выигрыш от такого объединения состоит во вдвое меньших накладных 

расходах, связанных с коллективными обменами, а также вдвое меньшей 

длиной «короткой» задачи. Количество арифметических операций в 

параллельном варианте составляет 

( , )m
iy α

( )2 1 33 ( 1) 5 1p
NQ C C p C p
p

= + − + − + 36C . 

Отсюда нетрудно заключить, что асимптотика ускорения и эффективности 

такого алгоритма остается такой же, как и в базовом варианте. Однако при 

реальных вычислениях определённый выигрыш имеет место. 

В случае периодической задачи (2.16), (2.172) в последовательном 

варианте используется алгоритм циклической прогонки (2.204). В нём 

фактически вводится аналогичный базис из двух функций на всём множестве 

индексов, а короткая система содержит 2 неизвестных. В параллельном 

варианте циклической прогонки, как и выше, на каждом вычислителе 

вводится базис из трех функций, а короткая система содержит 12 −p  

неизвестных и решается с помощью скалярного алгоритма циклической 

прогонки. Количество операций скалярного алгоритма циклической 

прогонки оценим величиной 1 12Q C N= . Количество операций параллельной 

циклической прогонки составляет ( )2 1 33 2 (2 1) 10p
NQ C C p C p
p

1= + − + − . 

Тогда ускорение (и эффективность) получается вдвое выше, чем у базового 

варианта. В итоге эффективность параллельного варианта циклической 

прогонки при Np <<  может достигать 67%. 

В случае нелокальной задачи (2.16), (2.173) в последовательном 

варианте используется интегральная прогонка (2.205). В этом случае уже в 

последовательном варианте применяется приём, который позволил 
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распараллелить базовый алгоритм. В результате число арифметических 

действий последовательного алгоритма с учётом самих формул (2.205) равно 

примерно . В параллельном алгоритме интегральной прогонки в 

отличие от базового «короткая» система уравнений содержит  

неизвестных и может решаться с помощью любого варианта скалярной 

прогонки. Количество арифметических действий в параллельном варианте 

составляет 

1 14Q C= N

p2

(2 1 34 2 10p
NQ C C p C p
p

)1= + + − . Таким образом, эффективность 

параллельного варианта «интегральной» прогонки при Np <<  близка к 

100%. 

При параллельной реализации алгоритмов немонотонной прогонки 

ситуация подобна случаю монотонной прогонки (левой, правой или 

встречной), если условия (*) выполняются на всём множестве узлов Ω  или 

имеет место их смена только в одной из внутренних точек этого множества. 

Соответственно, максимальная эффективность алгоритма не превосходит 

33% при условии p N<< . 

Если количество перемен условий (*) равно 2 , то как в 

последовательном, так и в параллельном случаях приходится вводить базис 

из функций . Тогда последовательный вариант обобщённой 

немонотонной прогонки почти эквивалентен параллельному базовому 

алгоритму при 

k ≥

( , )m
iy α

p k= . Отличие состоит лишь в том, что он выполняется 

одним вычислителем и интервалы, где выполняется фиксированное условие 

(*) не являются одинаковыми. В параллельном варианте к точкам смены 

условия (*) добавляются точки разбиения множества  по вычислителям. 

Поэтому «короткая» система имеет в общем случае имеет размерность 

Ω

2 2p k+ . В обоих вариантах она решается ленточным методом Гаусса с 

выбором главного элемента ввиду отсутствия у матрицы диагонального 

преобладания (это свойство основной системы передаётся «короткой» 

системе). Оценка числа арифметических действий в последовательном 
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варианте даёт величину 1 2 13 NQ C k C
k

= +� � 2k  (Константы  чуть больше, 

чем в алгоритме монотонной прогонки). Оценки числа арифметических 

действий в параллельном варианте даёт величину 

1,2C�

( )2 1 33 2 10 (p
NQ C C p k C p k
p

= + + + +� � 1)− . Тогда ускорение имеет вид: 

( )
1

1 31

2 2

2 10 (21 1
3 3p

C p p k C p p kC kS p
C N C N

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ + + + −

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

��
� �

1)

2

. 

Отсюда следует, что эффективность параллельного алгоритма обощённой 

немонотонной прогонки при  и k ≥ p << N  может достигать 100% за счет 

того, что его последовательный аналог является более трудоемким по 

сравнению с алгоритмом обычной немонотонной прогонки. 

Скажем несколько слов о квазилинейной задаче. В этом случае 

коэффициенты (2.16), (2.17) зависят от вектора решения . Для решения 

такой задачи используется итерационный процесс. Обычно используется 

либо метод простой итерации (МПИ), либо метод Ньютона (МН). Запишем 

общую процедуру этих методов на примере задачи (2.16), (2.17

y

1): 
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 121



1 1

1

1

1
0

1
0

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0,1,..., 0 1, 0 .

s s s s

N NN N

N s k s s k s s k s
N N N

N N j
j j j j

Ns s k s s k s s
N N N

N N N
j j j j

A y y C y y

A C Fy y y y y y
y y y

A C FF y y y y y y y
y y y

s k s

θ

θ

θ

+ +

−

− − − +

−
=

− − −

−
=

− +

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
+ − + =⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂ ∂ ∂

= − + − +⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

= ≤ ≤ ≤ ≤

∑

∑ ,
k s

j

          (2.263) 

Начальное приближение для процесса (2.26) выбирается из условия близости 

к искомому решению. Параметр θ  отвечает за вариант метода: при 0θ =  

получаем МПИ, при 1θ =  – МН, при 0 1θ< <  – МН с регуляризацией. 

Параметр  отвечает за пересчёт производных в методе Ньютона. При k k s=  

получаем стационарный МН, при 0  – МН с запаздыванием. Скорость 

сходимости метода (2.26) при 0

k >

θ =  – линейная, при 0θ >  – квадратичная 

[200, 253, 254, 300]. 

Параллельная реализация процесса (2.26) зависит от характера 

нелинейности. При условии локальной нелинейности (Ньютоновский 

оператор перехода от одной итерации к другой не выходит за рамки шаблона 

разностной схемы, за исключением быть может граничных узлов) на каждой 

итерации получаем задачу вида (2.16), (2.17) и можем использовать базовый 

алгоритм параллельной прогонки. При этом, если оператор перехода 

меняется не на каждой итерации (можно «замораживать» также и основные 

коэффициенты задачи), то пересчитывать вторую и третью базисные 

функции на каждой итерации не нужно. В этом случае число операций в 

параллельном алгоритме существенно сокращается, и есть возможность 

получить эффективность распараллеливания близкую к 100%. 

Если же имеет место нелокальная нелинейность задачи, то 

итерационный процесс Ньютона приводит к полностью заполненной матрице 

перехода, обращение которой прямыми или итерационными методами 

требует как минимум ( )2O N  арифметических операций. Распараллеливание 

процесса в этом случае проводится методами пригодными для полностью 
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заполненных матриц, например, с помощью параллельного полного (прямое 

обращение матрицы) или неполного (итерационное обращение матрицы) LU-

разложения. 

Аналогичная ситуация имеет место в нестационарном случае, когда 

система (2.16), (2.17) возникает при решении нестационарной задачи при 

переходе с одного слоя по времени на другой. В этом случае коэффициенты 

алгебраической задачи либо зависят от времени, либо нет. Если зависимость 

от времени отсутствует или является слабой (например, при выходе процесса 

на стационарный режим), то приходим к аналогу стационарного 

итерационного процесса (2.26), распараллелить который можно с высокой 

эффективностью потенциально близкой к 100%. Если же рассчитывается 

существенно нестационарный процесс, то все три базисные функции в 

параллельном алгоритме пересчитываются на каждом слое по времени и 

эффективность параллельного алгоритма зависит от типа краевой задачи (см. 

выше). 

В случае многомерной краевой задачи в областях прямоугольной 

формы возможно эффективное использование базового параллельного 

алгоритма на этапах реализации итерационных или нестационарных схем с 

факторизованным оператором. В качестве примера можно привести решение 

многомерного уравнения Пуассона с помощью метода переменных 

направлений или решение многомерного уравнения теплопроводности с 

помощью локально-одномерных разностных схем (см. ниже п. 2.3, 2.4). 

Нетрудно показать, что эффективность получаемых здесь параллельных 

реализаций также может достигать 100%. 

В случае систем уравнений вида (2.16), (2.17) можно воспользоваться 

алгоритмом параллельной матричной прогонки, который строится на 

изложенных выше принципах. Очевидно, что во многих случаях и здесь 

удаётся получить высокую эффективность распараллеливания. К тому же, в 

этом случае можно реализовать дополнительное распараллеливание на 
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общей памяти вычислителя в рамках многопоточной технологии (при 

условии, что вычислитель является мультитредовым устройством). 

В заключение данного пункта можно сформулировать следующие 

выводы. 

1. Рассмотренный базовый алгоритм параллельной прогонки обладает 

асимптотическим свойством, которое позволяет эффективно использовать 

его, как непосредственно, так и в комбинациях с другими методами. 

2. Эффективность базового алгоритма прогонки составляет от 33 до 

100% в зависимости от вычислительной сложности исходной задачи в 

скалярном случае и способа агрегирования параллельной прогонки с другими 

алгоритмами. 

 

2.3 Параллельные итерационные методы решения уравнения 

Пуассона и стационарных схем экспоненциальной подгонки 

В данном пункте кратко рассмотрим параллельные итерационные 

методы решения уравнения Пуассона и стационарных экспоненциальных 

схем на ортогональных и на нерегулярных сетках. Рассмотрим сначала 

методы для решения сеточного уравнения Пуассона. В п. 2.1, 2.2 были 

рассмотрены прямые методы решения этого уравнения на ортогональных 

сетках на основе преобразования Фурье и ленточного метода Гаусса. 

Альтернативой этим методам являются методы разностных функций Грина и 

разностных потенциалов [188, 200, 301-304]. Однако область применимости 

этих методов несколько ограничена, например, формой расчётной области 

(функция Грина может быть конструктивно построена лишь для 

ограниченного числа областей простой формы) и большими затратами по 

времени и оперативной памяти при расчётах на компьютере. Поэтому очень 

часто краевые задачи для линейных и квазилинейных эллиптических и 

параболических уравнений с различными видами граничных условий 

решаются на сетке с помощью итерационных методов. 
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По итерационным методам решения линейных уравнений имеется 

обширная литература [177, 188, 189, 193, 200-202, 209, 232, 236, 283, 305-

337]. Большинство исследований, справочных и учебных пособий так или 

иначе ориентировано на применение параллельных вычислений. Особенно 

интересны в этом плане обобщающие накопленный опыт работы Дж. Ортеги 

[308, 322], В.В. Воеводина [312, 313], В.П. Ильина [232, 319, 324], Дж. 

Голуба [322, 329], Дж. Донгарры [320, 334], Й. Саада [330], Е.Е. 

Тыртышникова [335, 337] и других авторов. В 1970-1990-х годах сложились 

два мощных направления итерационных алгоритмов: методы разделения 

областей Шварца (Domain Decomposition Methods) [338-361] и 

многосеточные методы (Multigrid Methods) [212, 362-370]. Параллелизм этих 

методик был основной их особенностью и удачно вписался в развивающиеся 

параллельные платформы и технологии. 

В настоящей работе были использованы отдельные разработки из 

указанного множества методов и алгоритмов. В начале работы для решения 

двумерного уравнения Пуассона на ортогональных сетках умеренного 

объёма были использованы прямой метод, комбинирующий параллельную 

прогонку и БПФ (см. [371]). Затем использовался известный (α -β)-алгоритм 

[372, 373] и метод симметричной верхней релаксации с красно-чёрным 

упорядочением [308]. Однако впоследствии предпочтение было отдано двум 

другим итерационным методам. 

Первый из них это метод переменных направлений (см., например, 

[200, 283]), реализация которого базируется на параллельных алгоритмах 

прогонки, представленных в п. 2.2. Этот метод применяется в том случае, 

когда исходное сеточное уравнение Пуассона дополняется граничными 

условиями Дирихле, смешанными или периодическими, так что каждая 

локально одномерная задача, возникающая на итерациях, имеет хорошую 

обусловленность. Такая методика, но с меньшей эффективностью, также 

применялась и для реализации стационарной двумерной экспоненциальной 

схемы на ортогональной сетке. 
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В случае решения краевой задачи Неймана или плохо обусловленной 

краевой задачи произвольного вида было предложено использовать 

стабилизированные методы сопряжённых или бисопряжённых градиентов с 

предобусловливанием в виде неполного разложения Холецкого [330, 332, 

334]. В случае сильно несимметричных матриц использовался переход от 

исходной системы Ax b=  к симметризованной системе * *A Ax A b=  [283]. В 

комбинации с техникой разбиения расчётной области на подобласти по числу 

распределённых узлов МВС эта методика позволила решить задачи, 

представленные в гл. 6, 7. При предобусловливании использовались идеи, 

предложенные в работах О.Ю. Милюковой (см., например, [374, 375]). 

При переходе к решению задач в областях сложной формы на 

нерегулярных треугольных и тетраэдральных сетках методика на базе 

стабилизированных схем сопряжённых и бисопряжённых градиентов 

оказалась единственно возможной. Детали параллельных итерационных 

алгоритмов сходны с предложенными в [376-378]. При этом понадобилось 

развивать собственные алгоритмы разбиения нерегулярных сеток по 

процессорам. Дело в том, что известные библиотеки разбиения графов сетки 

(например, METIS/PARMETIS [379-385]) стали доступны лишь с начала 

2000х годов и с их помощью можно построить лишь предварительное 

разбиение, иногда содержащее вырожденные домены. Поэтому необходимо 

было создать собственные программы разбиения. 

Основные идеи и подходы к реализации разбиения графов 

нерегулярных сеток автор почерпнул из работ М.В. Якобовского [386, 387] и 

Е.Н. Головченко [388]. При разбиении любого графа сетки помимо 

минимальной длины границ доменов необходимо учитывать суммарную 

вычислительную нагрузку на точки домена и соблюдать принцип 

компактности доменов. Разбиение сетки, удовлетворяющее этим 

требованиям, может быть построена только в рамках иерархического 

итерационного алгоритма [386-388]. 
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В настоящей работе применялся упрощённый алгоритм 

иерархического упорядочения. Он состоит в следующем. В методе конечных 

объёмов (который используется в диссертации) сетка { }, 1,...,i PP i NΩ = =  

объединяет PN  пространственных точек и независимо от типа состоит из  

непересекающихся ячеек: 

CN

1

CN

j
j

C
=

Ω =∪  Для каждой ячейки jC , являющейся 

выпуклым или невыпуклым многогранником, легко определить центр масс 

jM . Условием, накладываемым на сетку, является попадание центра масс 

строго внутрь соответствующей ячейки. По центрам масс можно определить 

центр масс расчётной области и главные её оси, и ввести таким образом 

главную систему координат. Далее относительно этой системы координат 

можно упорядочить все центры масс ячеек по-координатно так, чтобы 

получить некоторое подобие прямоугольной структуры. Младшей 

координатой упорядочения должна быть та, вдоль которой область в главной 

системе координат имеет макисмальный размер. В результате упорядочения 

получим 
1

,
CN

k k
k

C C C
=

Ω = ≡∪ j . 

Далее можно начать разбиение множества ячеек сетки по 

вычислителям. Разделим количество ячеек на количество вычислителей p  и 

получим величину CNM
p

=  – среднее число ячеек, обрабатываемое одним 

вычислителем. Теперь можно начать формировать домены. 

Возьмём ячейку с номером 1 в рамках построенного упорядочения и 

добавить в домен с номером 1: 1 1C C 1≡ →Ω� . Далее необходимо определить 

всех соседей первого уровня этой ячейки (желательно упорядочить их в 

направлении правого винта) и также включить их в домен . Затем 

необходимо найти соседей 2-го уровня, 3-го и т.д. Процесс формирования 

первого домена заканчивается, как только количество содержащихся в нём 

точек достигает 

1Ω

M . 
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Далее приступаем к формированию домена с номером 2: . Для этого 

берём одну из оставшихся упорядоченных точек, находящуюся на 

расстоянии 

2Ω

1

2
d  (  – диаметр домена 1d 1Ω ) по младшей координате (если 

таковых нет, то берём с учётом других координат). Добавляем её в домен 2: 

1k MC C +≡ →�
2Ω . Далее опять включаем её соседей 1-го, 2-го и последующих 

уровней в домен. Процесс заканчивается когда в домене  будет 2Ω M  ячеек. 

Процедура формирования доменов заканчивается, когда сформированы 

домены . В последний домен 1,..., p−Ω Ω 1 pΩ  добавляем оставшиеся точки. 

Результирующее разбиение обладает двумя свойствами: количество точек в 

доменах  одинаково, и они почти компактны. Домен  может 

содержать меньшее количество точек (если 

1,..., p−Ω Ω 1

p

pΩ

CN M≠ ⋅ ) и не является 

компактным. Для разрешения этой проблемы можно скорректировать 

алгоритм следующим образом. Можно взять в качестве CNM
p k

=
+

, где 

 – некоторое небольшое число. Тогда можно построить разбиение, 

состоящее из 

1,2,...k =

p  доменов с нужными свойствами, а оставшиеся CN M p− ⋅  

точек распределить между построенными доменами по принципу 

геометрической близости. При выполнении условия p k N+ �  полученное 

итоговое разбиение будет почти равномерным, а домены будут 

компактными. Неравномерность распределения вычислительной загрузки по 

узлам сетки можно учесть в разбиении по доменам, если снабдить каждую 

ячейку весом, рассчитанным как математическое ожидание от весов точек, 

входящих в ячейку. Тогда формирование очередного домена заканчивается, 

если сумма весов ячеек достигает заданной расчётной величины. 

Еще более продуктивный и надёжный алгоритм можно предложить для 

случая областей с особенностями. Например, пусть имеется область в виде 

двух шаров с тонкой и длинной перемычкой. Если построить в ней 

адаптивную к границе сетку и провести по центрам ячеек кривую Пеано (см. 
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например, [291]) толщины , чуть меньшей толщины перемычки, то эта 

кривая покроет все множество ячеек, причем, по перемычке пройдет один 

раз. Тогда достаточно упорядочить ячейки вдоль кривой Пеано и разделить 

их количество на 

d

p  смежных непересекающихся и компактных в смысле 

Пеано множеств. Метод кривых Пеано также позволяет скорректировать 

неравномерность распределения вычислительной нагрузки по узлам сетки, 

если ввести веса ячеек. 

Ещё одна проблема, которая возникла при решении задач микро- и 

наноэлектроники, это учёт многослойности расчётной области и 

многокомпонентности и/или многофазности математической модели. Дело в 

том, что в этом случае в каждом материале приходится решать свой набор 

уравнений для фиксированного подмножества неизвестных функций. В 

частности, в многослойной электронной структуре очень часто соседствуют 

друг с другом слои металла, полупроводника, диэлектрика и вакуума. 

Всеобъемлющей функцией, которая интегрирует структуру, является 

электрическое и/или магнитное поле. Однако уравнение, их описывающие, 

имеют специфику в каждом слое. К тому же, в слоях металла и 

полупроводника возникают движения заряженных и нейтральных частиц, в 

диэлектрике может сильно изменяться поляризация электрического поля, во 

всех трёх субстанциях может изменяться температура и механические 

напряжения. Соответственно в этих слоях появляются другие неизвестные 

функции, которые необходимо рассчитывать. Таким образом, при решении 

задач в неоднородной многослойной многокомпонентной среде необходимо 

сначала построить граф подобластей, затем построить в каждой подобласти 

базовую в общем случае нерегулярную сетку, состыкованную по границам, и 

далее решать задачу разбиения рассчётной области по вычислителям. 

В настоящей работе было предложено в подобном случае проводить 

расщепление по физическим процессам так, чтобы на каждом этапе решения 

задачи или на каждой итерации глобального итерационного процесса 

решалась подзадача для фиксированной группы неизвестных функций в 
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фиксированных подобластях расчётной области. При этом необходимо 

построить отдельное разбиение графа сетки для каждого такого этапа 

расчёта. Если границы подобластей, отвечающих различным компонентам 

структуры не изменяются в процессе расчёта, то такие разбиения строятся на 

начальном этапе решения задачи, и мы получаем статическое 

многослойное разбиение расчётной области. В противном случае разбиения 

придётся пересчитывать на каждом этапе заново и производить 

перераспределение узлов сетки по вычислителям, и мы получим 

динамическое многослойное разбиение расчётной области. 

Построение многослойных разбиений расчётной области 

производится следующим образом. Сначала находится минимальный размер 

расчётной области. Для этого для каждого этапа расщепления производится 

подсчёт участвующих в нём подобластей. По этим данным определяется 

«минимальный» этап (затрагивающий наименьшее количество подобластей). 

Для него строится первое разбиение на p  доменов указанным выше 

способом. В общем случае оно содержит только часть узлов сетки. 

Затем среди оставшихся этапов опять определяется «минимальный». 

Если используемые на данном этапе подобласти не пересекаются с уже 

разбитыми подобластями, то множество составляющих их ячеек, 

присоединяется к уже построенным доменам по принципу геометрической 

близости. При этом сохраняется как граф начального разбиения, так и 

дополнительный граф. Если же подобласти частично пересекаются, то общие 

ячейки изымаются из обработки, но не из дополнительного графа. 

Далее процедура повторяется вплоть до исчерпания этапов 

расщепления. В результате если их было K , то получаем такое же 

количество графов ( ) { }( ) ( ) , 1,..., , 1,...,k k
p iG i p kΩ = Ω = = K . 

В гл. 6 предложенный подход был применён для численного решения 

задачи об электронной эмиссии из кремниевого катода реальной геометрии 

на нерегулярной треугольной сетке. Процедура расщепления содержала 

четыре этапа. На первом решалось уравнение Пуассона во всей рассчётной 
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области, содержащей полупроводниковый катод, слои диэлектрика, 

металлические контакты и вакуумный слой. На втором этапе решалась задача 

туннелирования электронов через поверхность раздела кремний–вакуум. На 

третьем этапе решались квазигидродинамические уравнения в слое кремния. 

На четвёртом этапе решалось уравнение теплопроводности для слоёв 

кремния, диэлектрика и металлического контакта на диэлектрике. 

Для реализации расчётов были построены три объёмных разбиения 

треугольной сетки. Минимальное разбиение использовалось в слое кремния. 

Среднее разбиение захватывало дополнительно диэлектрик и контакт на нём. 

Максимальное разбиение захватывало всю расчётную область. 

Дополнительно разбивалась граница раздела кремний–вакуум, составляющая 

эмиссионный слой. Такое статическое многослойное разбиение позволило 

решить задачу достаточно эффективно. 

В заключение данного пункта отметим, что использованный алгоритм 

разбиения безусловно не оптимален и не является параллельным. В 

частности, в [388] предлагается выращивать домены из специально 

вычисленных «зародышей» в параллельном режиме. Однако в предложенном 

здесь алгоритме предполагается, что задача «развёртывается» по 

вычислителям иерархическим способом. То есть сначала распределяется по 

вычислителям базовая сетка, содержащая минимальное число узлов, 

достаточное лишь для адекватного представления геометрической модели 

расчётной области. Затем в параллельном режиме происходит измельчение 

сетки до заданного в расчёте размера. При этом исходные графы разбиений 

также дробятся в параллельно режиме и уточняются на границах. Именно это 

позволяет получить более эффективные и компактные разбиения. 

 

2.4 Параллельная реализация нестационарных схем экспонен-

циальной подгонки 

В данном пункте рассмотрим алгоритмы параллельной реализации 

нестационарных схем экспоненциальной подгонки и общий подход к 
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решению задачи, включающей уравнения различных типов. Безусловно, 

многие идеи уже были реализованы (см., например, [389, 390]). Однако с 

появлением очередной генерации МВС и новых вариантов численных 

методов всё приходится переосмысливать заново. 

Ниже рассмотрим сначала численное решение задач на ортогональных 

сетках, а затем на нерегулярных треугольных и тетраэдральных сетках. 

 

2.4.1 Параллельные алгоритмы решения нестационарных задач на 

ортогональных сетках 

Рассмотрим сначала параллельные алгоритмы численного решения 

модельной начально-краевой задачи для трехмерного параболического 

уравнения общего вида в прямоугольной области [ ] [ ] [ ]0,1 0,1 0,1D = × × : 

3 3

1 1

max

,

, 0 ,

U U UK E U F qU f
t x x x

D t t

αβ α α
α βα β α= =

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∈ < ≤

∑ ∑

x

− +

r

           (2.271) 

( )0( ,0)U U=r ,                 (2.272) 

( )
3 3

1
1 1

, .UK n U U
xαβ α

α β β

η
= =

⎛ ⎞∂
⋅ = − − ∈∂⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑ ∑ r D             (2.273) 

Предположим сначала, что задача (2.27) линейная. 

Задачу (2.27) будем решать на произвольной неравномерной сетке Ω  

по пространству и равномерной сетке по времени tω  по экспоненциальным 

схемам, предложенным в гл. 1. В случае недиагонального тензора  

выберем схему с весами (1.37) с экспоненциальной аппроксимацией 

пространсвенного оператора (1.29) при 

K

0,0.5,1σ = . В случае диагонального 

тензора  возьмём локально одномерную трёхэтапную схему (1.41) при K

1σ =  или семиэтапную схему двуциклического расщепления (1.43). 

В обоих случаях нашей целью был выбор схем пригодных для решения 

поставленной задачи с помощью МВС с распределённой архитектурой и по 

возможности достаточно экономичных. Обсудим детали этого выбора. 
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Явная схема (1.370) из первого семейства наиболее проста в 

реализации (в том числе параллельной) и экономична (то есть при ее 

использовании число арифметических действий  необходимое для 

нахождения решения на очередном временном слое пропорционально 

количеству узлов пространственной сетки 

Q

3

1

N Nα
α=

=∏ ). Наряду с этим, явная 

схема не является абсолютно устойчивой, и для проведения корректных 

вычислений необходимо соблюдать условие согласования шагов сетки вида 

, что существенно снижает другие преимущества схемы. 2
0Cτ ≤ =

Неявная схема (1.371) является более трудоемкой в реализации 

(особенно параллельной) и в общем случае не экономична. Однако она 

абсолютно устойчива, то есть вычисления по ней будут корректными при 

любых 0τ >  и , и асимптотически устойчива при выполнении условия 0hα >

1Cτ ≤ = . При нахождении решения на очередном слое по времени в 

зависимости от выбранного метода (прямого или итерационного) и свойств 

тензора  может потребоваться от  до  арифметических 

действий. Отметим также, что при выполнении условия согласования шагов 

для явной схемы точность решений, полученных по явной и неявной схемам, 

практически совпадает. 

K 2( log )O N N 7 /3(O N )

Симметричная схема (1.371/2) по трудоемкости реализации близка к 

неявной, а по условию устойчивости аналогична явной схеме. Поэтому 

единственным ее преимуществом по сравнению с этими схемами является 

второй порядок точности по времени. 

Неявная локально-одномерная схема (1.41) имеет первый порядок 

суммарной аппроксимации по времени и второй – по пространству. Условия 

устойчивости схемы (1.41) аналогичны условиям для неявной схемы (1.371). 

Схема (1.41) экономична и легко может быть реализована с помощью 

алгоритма параллельной прогонки на каждом основном и промежуточном 

этапе по времени. 
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Неявная схема двуциклического расщепления (1.43) позволяет 

повысить порядок суммарной аппроксимации по времени до второго. 

Условия её устойчивости в норме 2L  аналогичны условиям для неявной ЛОС 

(1.43), а в норме  – симметричной схеме (1.37C 1/2). Схема (1.43) экономична 

и реализуется также с помощью параллельного алгоритма прогонки. 

Очевидно, что у каждой из перечисленных схем имеется своя ниша, 

которая оправдывает её использование. В частности, схемы (1.37) следует 

рассматривать в случае недиагонального тензора , а локально-одномерные 

схемы – в случае диагонального. Схемы первого порядка по времени вполне 

подходят, если задача имеет стационарное решение. Схемы второго порядка 

по времени необходимо использовать в том случае, если моделируемый 

процесс является существенно нестационарным. Явная схема имеет два 

преимущества: она очень точно характеризует конечную скорость 

распространения возмущений и является эталоном распараллеливания. 

K

В работе [A30] был проведён подробный анализ алгоритмов 

распараллеливания указанных выше схем для случая монотонного сеточного 

оператора hL . Ниже рассмотрим некоторые детали этого анализа, 

ограничившись двумя схемами – явной (1.370) и неявной ЛОС (1.41). 

Мотивацией для этого послужило то обстоятельство, что параллельная 

реализация неявной и симметричной схем (1.37) на каждом слое по времени 

аналогична решению сеточного уравнения Пуассона с помощью 

параллельного варианта итерационного метода сопряженных градиентов с 

предобусловливателем в виде неполного разложения Холецкого (см. п. 2.3). 

Параллельная реализация схемы двуциклического расщепления (1.43) 

аналогична реализации неявной ЛОС (1.41). 

Для реализации выбранных схем на МВС с распределённой 

архитектурой применялся принцип геометрического параллелизма, который 

предполагает проведение декомпозиции расчетной области на равные (по 

числу узлов сетки) подобласти соответственно числу процессоров. 
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Фактически при этом разбивается индексное пространство узлов сетки Ω , 

которое в данном случае можно записать в виде 

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3{( , , ), 0,..., , 0,..., , 0,..., }I i i i i N i N i N I I I= = = = ≡ × × . 

Учитывая геометрические свойства исходной расчетной области (а 

именно, ее прямоугольность), можно применить декомпозицию трех типов: 

линейную, квадратную и кубическую. Первая предполагает разбиение 

области по одной из трех координат, вторая – по двум координатам, третья – 

по трем (примеры различных типов разбиения показаны на рис. 2.3). В 

соответствии с типами декомпозиции возникают три различных алгоритма 

распараллеливания, а также три типа топологии связей между отдельными 

вычислителями, которые условно называют «линейка», «квадратная 

решетка» и «кубическая решетка» соответственно типу декомпозиции. 

Поясним сказанное на примере параллельной реализации явной 

схемы (1.370). При линейном разбиении области по одной из координат 

(например, по координате 2x , как показано на рис. 2.3а) -ый вычислитель 

расчитывает решение на верхнем слое по времени в диапазоне узлов 

k

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 1 1 2 20 21 3 3 1 2 3{( , , ), 0,..., , ,..., , 0,..., }k k k kI i i i i N i i i i N I I I= = = = ≡ × × . 

 

(а) 

 

(б) 

 

(в) 

 

 

Рисунок 2.3. Разбиение расчетной области по одной (а), двум (б) и трем 

координатам (в). 

 

Для получения равномерной загрузки вычислителей количества точек 

( )( )( )( ) ( ) ( )
1 21 20 31 1k k kN N i i N= + − + +1  в диапазонах ( )kI  должны быть примерно 
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одинаковы. Расчетные формулы схемы (1.370) для вычисления решения на 

верхнем слое выглядят следующим образом: 

( )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1
, , , , , , , , , , , , , , ,
j j j j j

h i i i h i i i h i i i h i i i h i i iU U L U fτ+ = + + ( )
1 2 3, ) ki i i I∈,  ( , .  (2.28) 

Топология связей между вычислителями в этом случае будет линейной, 

поскольку в формуле (2.28) для процессора k участвуют значения функции 

 в точках hU ( ) ( )( ) ( 1)
1 20 3 1 21 3, 1, , ,k ki i i i i i−− ≡  и ( ) ( )( ) ( 1)

1 21 3 1 20 3, 1, , ,ki i i i i i++ ≡ k , лежащие в 

области данных вычислителей (k-1) и (k+1). Перед началом очередного шага 

вычислений по формулам (2.28) на вычислителе k необходимо получить 

требующиеся значения  от соседних вычислителей. Для этого лучше всего 

произвести один групповой обмен данными для всех индексов . Этот 

обмен легко организуется в рамках линейной топологии. Количество 

передаваемых данных одним вычислителем в общем случае равно 

hU

1 3,i i

( )( )( )
1 3 12 1 1 2k

3M N N N= + + ≈ N  и не зависит от количества вычислителей. В 

случае равного количества узлов сетки по различным направлениям 

( 3
1 2 3N N N N= = = ) величина ( ) 2/32kM N≈ . 

В случае "квадратного" разбиения области, пример которого показан на 

рис. 2.3б, формулы (2.28) остаются в силе, но изменяются диапазон индексов 
( )kI  и количество точек , обрабатываемых вычислителем k: ( )kN

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 1 1 2 20 21 3 30 31 1 2 3{( , , ), 0,..., , ,..., , ,..., }k k k k k k kI i i i i N i i i i i i I I I= = = = ≡ × × , 

( )( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 21 20 31 301 1 1k k k kN N i i i i= + − + − +k . 

Соответственно изменяется и топология обменов между вычислителями, 

которые объединяются теперь в решетку. 

Для определения соседей вычислителя k, с которыми ему придется 

обмениваться данными, можно ввести двойную нумерацию вычислителей и 

установить взаимно однозначное соответствие исходных и двойных номеров: 

3 2 3k p k k= + ,  ,  2 20,..., 1k p= − 3 30,..., 1k p= − , 

[ ]2 3/k k p= ,  ,  3 3modk k p= 0,..., 1k p= − ,  2 3p p p= . 
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Здесь  – общее число вычислителей, связанных в решетку . В этих 

обозначениях вычислитель 

p 2p p× 3

( )2 3,k k k↔  перед началом очередного шага 

схемы будет обмениваться недостающими данными с четырьмя соседями 

, ( )2 31,leftk k↔ − k ( )2 31,rightk k↔ + k , ( )2 3, 1downk k k↔ − , ( )2 3, 1upk k k↔ +  в рамках 

топологии "решетка". Размер передаваемых данных ( ) 1 2 1 3

2 3

2 2k N N N NM
p p

≈ +  

теперь зависит от p . При равном числе узлов сетки по различным 

направлениям и квадратной решетке ( 2 3p p= = p ) величина 

( ) 2/3 1/34kM N p−≈ . 

В случае "кубического" разбиения области (см. пример на рис. 2.3в) 

также получим расчетные формулы (2.28), в которых 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 1 10 11 2 20 21 3 30 31 1 2 3{( , , ), ,..., , ,..., , ,..., } ,k k k k k k k k k kI i i i i i i i i i i i i I I I= = = = ≡ × ×  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 10 21 20 31 301 1 1k k k k k k kN i i i i i i= − + − + − + . 

Для определения соседей и обмена с ними данными вводится новая тройная 

нумерация вычислителей: 

2 3 1 3 2 3k p p k p k k= + + ,  1 10,..., 1k p= − ,  2 20,..., 1k p= − , 

3 30,..., 1k p= − ,  [ ]1 2 3 [ ]/( )k k p p= ,  2 2 3 1 3( ) /k k p p k p= −

( ) mok k p p k p= − 0,..., 1k p

, 

− ,  1 2 3p p p p= . 3 2 3 1 3d ,  =

В соответствии с ней каждый вычислитель имеет в общем случае 6 соседей, с 

которыми обменивается необходимыми данными в начале каждого шага 

схемы. Размер передаваемых данных ( ) 1 2 1 3 2 3

1 2 1 3 2 3

2 2 2k N N N N N NM
p p p p p p

≈ + + . При 

равном числе узлов сетки по различным направлениям и равномерной 

кубической решетке ( 3
1 2 3p p p= = = p ) ( ) 2/3 2/36kM N p−≈ . 

Оценим эффективность рассмотренных трех вариантов параллельного 

алгоритма. Для этого заметим, что в последовательном варианте алгоритм 

расчета по явной схеме на каждом временном шаге имеет арифметическую 
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сложность . При параллельном выполнении получаем 

соответственно величины 

1 1Q C N=

(1) (2) 2 3
1 2 1 3 1 2 1 1

2 3

(3) 1 2 1 3 2 3
1 2

1 2 1 3 2 3

2 , 2 2

2 2 ,

p p

p

N N NQ C C N N Q C C N N ,N
p p p

N N N N N N NQ C C
p p p p p p p

⎛ ⎞
≈ + ⋅ ≈ + ⋅ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

≈ + ⋅ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

p
 

где  – (как и выше) отношение скорости передачи данных к скорости 

вычислений. Ускорение в этих трёх случаях выражаются формулами 

2C

(1)

2 2
1 3

1 1 2

(2)

2 1 2 1 3 2 3 2

1 2 3 1 3 2

(3)

2 1 2 1 3 2 3 2 3 2 1

1 1 2 1 3 2 3 1 3 2 1

,
1 2 1 2

,
1 2 1 2

.
1 2 1 2

p

p

p

p pS C p C pN N
C N C N

p pS
C p N N N N C p p
C N p p C N N

p pS
C p N N N N N N C p p p
C N p p p p p p C N N N

≈ =
+ +

≈ =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≈ =
⎛ ⎞ ⎛

+ + + + +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
+ ⎟

⎠

)

 (2.29) 

Анализ формул (2.29) показывает, что при выполнении условий 

( 1,2,3p Nβ β β =�  эффективность рассмотренных трех алгоритмов близка к 

100%. На практике реальная эффективность алгоритмов зависит от качества 

сети МВС, схемы обменов и количества вычислителей (фактически 

( )2 2C C p= ). При прочих равных условиях использование линейной 

топологии при большом количестве вычислителей будет менее эффективно, 

чем использование топологий типа «решетка», поскольку у последних размер 

передаваемых данных снижается с ростом количества вычислителей. 

Рассмотрим кратко параллельную реализацию неявной ЛОС (1.41). 

Для этого также можно использовать три типа разбиения расчетной области 

и три типа топологии межпроцессорных связей. 

При линейном разбиении области, например, по координате 2x , 

получается следующий параллельный алгоритм. Для вычисления решения на 
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новом временном слое каждый процессор последовательно решает три 

одномерные задачи: 

( )/3 /3 ( 1)/3 1
, 3

j j j j
h h h hL U U fα α α
α

ττ + + + −− = + 1,2,3+ ,  E α = ,    (2.30) 

в своем диапазоне индексов ( )kI . При этом оказывается, что первый и третий 

этапы ЛОС можно реализовать независимо от данных на других процессорах 

и использовать для этого последовательный алгоритм прогонки. На втором 

этапе ЛОС данные оказываются распределенными между вычислителями. 

Поэтому на данном этапе необходимо использовать параллельный алгоритм 

прогонки. Он применяется по индексу  для всех фиксированных  и . 2i 1i 3i

При использовании этого алгоритма возникают обмены данными, 

связанные с формированием массивов коэффициентов "коротких задач" 

(количество которых примерно равно ), а также при передаче значений 

решения этих задач на все процессоры (см. п. 2.3). В обоих случаях обмены 

производятся либо в рамках топологии "звезда" (обмены всех вычислителей с 

вычислителем-мастером), либо в рамках топологии "клика" (обмены 

"каждый с каждым") (Заметим, что линейная топология при такой 

организации обменов фактически не используется, однако она лежит в 

основе разбиения области.). 

1 3N N

При использовании стандарта коммуникаций MPI лучше всего 

использовать функцию "коллективное суммирование" (MPI_Reduce или 

MPI_Allreduce) для сбора информации со всех процессов и функцию 

"разбрызгивания" (MPI_Broadcast) для распределения информации по всем 

процессам. Количество передаваемых данных с одного вычислителя в 

данном случае равно ( )( )
1 3

kM O N N p=  и растет с увеличением количества 

процессов. При равном числе узлов сетки по различным направлениям 

( )( ) 2 /3kM O N p= . 

В случае ”квадратного” разбиения области, например, по координатам 

2 3,x x , первый этап схемы реализуется с помощью последовательной 
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прогонки, второй и третий – с помощью параллельной. Обмены данными 

между вычислителями на каждом параллельном этапе организуются 

описанным выше способом. Общее количество передаваемых данных (по 

двум параллельным этапам) равно ( ) 3 2
1 2 1 3

2 3

k p pM O N N N N
p p

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 или 

( )( ) 2 /3kM O N=  – при равном количестве узлов сетки по различным 

направлениям и квадратной решетке. 

В случае ”кубического” разбиения области все этапы схемы 

реализуются с помощью параллельного алгоритма прогонки. Обмены данных 

производятся с помощью коллективных процедур на каждом этапе. Общее 

количество передаваемых данных с одного вычислителя равно 

( ) 1 2 3 1 3 2 2 3 1

1 2 1 3 2 3

k N N p N N p N N pM O
p p p p p p

⎛ ⎞
= + +⎜

⎝ ⎠
⎟

)

. При равном количестве узлов сетки и 

количестве вычислителей по различным направлениям  и 

убывает с увеличением . 

( )( ) 2 /3 1/3kM O N p−=

p

Оценим эффективность рассмотренных трех вариантов алгоритма. Для 

этого заметим, что в последовательном варианте алгоритм расчета по 

неявной ЛОС на каждом временном шаге имеет арифметическую сложность 

. Здесь  – количество арифметических операций, 

связанное с вычислением коэффициентов уравнений в одном узле 

пространственной сетки,  – количество операций, связанное с 

вычислениями по алгоритму прогонки на каждом этапе схемы, приходящееся 

на один узел сетки. На практике обычно выполняется соотношение . 

(1 1 23Q C C N≈ + 1C

2C

1 2C C�

При параллельной реализации на МВС с  вычислителями получаем 

следующие оценки арифметической сложности 

p
( )
pQ α  ( 1,2,3α = ): 
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( )

(1) 2
1 2 2 1 3 3 1 3

2

1 2 2 3
2

( 2 ) 3 2 10

5 2 10 ,

p
N NQ C C C N N p C N N p
p p

N pC C C C
p N

⎛ ⎞
≈ + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

 

( )
2 2

(2) 2 3
1 2 2 3

2 3

7 2 10p
N pQ C C C C
p N
⎛ ⎞⎛ ⎞

≈ + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

p
N

, 

( )
2 2 2

(3) 1 2 3
1 2 2 3

1 2 3

9 2 10p
N pQ C C C C
p N
⎛ ⎞⎛ ⎞

≈ + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

p p
N N

. 

Здесь константа  характеризует относительную скорость передачи данных. 

Для ускорения получаем следующие оценки: 

3C

(1)
2

1 2 2 3

1 2 1 2 2

(2)
2 2

1 2 2 3 2 3

1 2 1 2 2 3

(3)
2 2 2

1 2 2 3 1 2 3

1 2 1 2 1 2 3

,
5 2 10
3 3

,
7 2 10
3 3

.
9 2 10
3 3

p

p

p

pS
C C C C p
C C C C N

pS
C C C C p p
C C C C N N

pS
C C C C p p p
C C C C N N N

≈
⎛ ⎞+ ++⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

≈
⎛ ⎞⎛ ⎞+ ++ +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠

≈
⎛ ⎞⎛ ⎞+ ++ + +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠

    (2.31) 

Анализируя (2.31) в предположениях  (наихудшая ситуация) и 1C C∼ 2

( )2 1,2,3p Nβ β β =�  получаем оценки для ускорения ( )
pS α  и эффективности 

( )
pE α  приближенно равные 4 4 4, ,

6 8 10
p p p  и 67, 50, 40 % для 1,2,3α = . 

Сравнивая алгоритмы параллельной реализации явной схемы (1.37) и 

неявной ЛОС (1.41), можно сделать вывод, что первые существенно лучше. 

Однако учитывая ограничения на шаг по времени для явной схемы, в 

реальных расчётах при одинаковых пространственных размерах задачи 

неявная ЛОС выигрывает по основному критерию – времени расчётов до 

конкретного момента . maxt
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В [A30] были также проанализированы параллельные реализации 

схемы двуциклического расщепления (1.43). Они оказались чуть менее 

эффективными (соответствующие оценки ускорения и эффективности 

составили 7 7 7, ,
11 15 19

p p p  и 64, 47, 37 % для 1,2,3α = ), чем алгоритмы для 

неявной ЛОС ввиду того, что схема (1.43) содержит семь этапов, шесть из 

которых могут быть параллельными. Однако, так как схема (1.43) имеет 

второй порядок точности по времени, в ней можно увеличить шаг τ  таким 

образом, чтобы добиться существенного сокращения общего времени 

расчётов по сравнению с неявной ЛОС. 

Приведём результаты тестовых расчётов, полученных в [A30] и 

проведённых по явной схеме (1.370) и неявной ЛОС (1.41) на сетках, 

указанных в Таблице 2.1. Расчеты проводились на однородной 

вычислительной системе MВС-1000M в МСЦ РАН, имевшей 768 

одноядерных процессоров. Результаты расчетов представлены на рисунках 

2.4-2.8. Проанализируем приведенные данные. 
 

Таблица 2.1. Конфигурации расчетных сеток. 

Номер сетки 1 2 3 

Число узлов 100х100х100 200х200х200 300х300х300 

 

Первая серия расчетов была проведена по явной схеме (рис. 2.4, 2.5) 

для трех обсуждавшихся выше типов разбиения области и трех сеток. 

Расчеты в целом выявили высокую эффективность распараллеливания. 

Вместе с тем были обнаружены следующие тенденции, которые необходимо 

учитывать при решении конкретных задач. 

Во-первых, реальная эффективность распараллеливания тем выше, чем 

больше узлов расчетной сетки попадает на процессор, то есть для более 

подробной сетки загрузка процессоров получается более равномерной. 

Во-вторых, эффективность при линейном разбиении ниже, чем на 

квадратной или кубической решетке, что определяется уменьшением 
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накладных расходов при пересылках с ростом числа процессоров на 

конфигурациях типа «решетка». Преимущества кубической решетки по 

сравнению с квадратной проявляются лишь при умеренном числе 

процессоров. Это связано с тем, что количество обменов для кубической 

решетки больше, чем для квадратной, а также с тем, что при большом числе 

процессоров характеристики МВС, на которой проводились расчеты, заметно 

ухудшаются. Однако при очень больших размерах сетки ситуация должна 

измениться в пользу кубической решетки вследствие того, что уменьшение 

размера пересылаемых данных с ростом числа процессоров происходит для 

этой топологии существенно быстрее. 

В-третьих, применение линейной топологии сильно ограничено числом 

точек по одному из направлений (на практике, можно брать число 

процессоров не более, чем ). Более гибкими в этом смысле 

оказываются «квадратная» и «кубическая» решетки. Однако при их 

использовании следует следить за тем, чтобы величины 

/ 2Nα

/N pα α  были 

примерно одинаковы. На сетке с одинаковым числом узлов по всем 

направлениям это требование можно интерпретировать как уменьшение 

коэффициента «неквадратности» решетки. 

В-четвертых, при проведении массовых расчетов на сетке 

фиксированного размера следует определить оптимальные топологию и 

число процессоров, при которых задача решается максимально быстро и 

эффективно. Например, для сеток 2 (3) оптимальной конфигурацией 

оказалась квадратная решетка процессоров 14х14=196 (19х19=361), дающая 

ускорение 167.6 (327.2) и эффективность 85.5 (90.6) %. 
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(а) 

 
(б) 

 
Рисунок 2.4. Эффективность (а) и ускорение (б) в расчетах по явной схеме 

на различных сетках для топологии “решетка”. 
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(а) 

 
(б) 

 
Рисунок 2.5. Эффективность (а) и ускорение (б) на сетке 3 для различных 

топологий обменов  в расчетах по явной схеме. 

 

Вторая серия расчетов была проведена по неявной ЛОС (рис. 2.6-2.8). 

При их анализе можно сделать следующие выводы. 

Во-первых, эффективность расчетов с ростом числа процессоров здесь 

падает быстрее, чем в случае явной схемы. Это связано с тем, что накладные 

расходы (отношение суммарного времени обменов данными к общему 

времени расчета в %), связанные с обменами данных здесь растут быстрее и 

могут быть близки к 100% при большом числе процессоров (см. рис. 2.6). 
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Во-вторых, ввиду более сложной и объемной процедуры обменов, 

преимущества кубической решетки по сравнению с «линейкой» и 

«квадратной» решеткой процессоров проявляются сразу во всем диапазоне 

процессорных конфигураций (от 1 до 500), несмотря на ухудшение 

характеристик МВС при большом числе процессоров. 

В-третьих, при малом и умеренном числе процессоров (1-100) очень 

сильно проявляется фактор «неквадратности» решетки (см. рис. 2.6, пики на 

графиках накладных расходов), который следует учитывать в расчетах. 

В-четвертых, по сравнению с явной схемой эффективность расчетов по 

неявной ЛОС оказывается в 2-3 раза ниже. Учитывая это, а также различие 

расчетных формул, получаем, что при одинаковых: размере простран-

ственной сетки, шаге по времени и числе процессоров неявный алгоритм 

работает в 1.5-3 раза медленнее. Однако, если рассчитывается стационарное 

решение, то шаг в неявной схеме можно взять в Nα  раз больший, что в 

десятки раз окупает ее более низкую эффективность распараллеливания. 

 
Рисунок 2.6. Доля накладных расходов по обмену данными между 

процессорами во времени решения задачи. 
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(а)

 
(б)

Рисунок 2.7. Эффективность (а) и ускорение (а) на сетке 3 для различных 

топологий обменов в расчетах по неявной ЛОС. 
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(а)

(б)

Рисунок 2.8. Кривые эффективности (а) и ускорения (б) для явной и неявной схем. 

 

Суммируя выводы данных тестирования можно заключить следующее. 

1) При расчетах на МВС стационарных и медленно меняющихся со 

временем нестационарных решений краевых задач для параболических 

уравнений на грубых сетках следует использовать явные схемы. В этом 

случае условие устойчивости схемы не является обременительным, а 

эффективность ее параллельной реализации максимальна. 
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2) При расчетах на МВС стационарных и слабо нестационарных 

решений на подробной сетке достаточно использовать неявные ЛОС первого 

порядка точности по времени. При этом необходимо следить, чтобы 

выполнялось лишь условие их асимптотической устойчивости. 

3) При расчетах на МВС существенно нестационарных решений 

следует использовать неявные схемы двуциклического расщепления или 

аналогичные им, имеющие второй порядок точности по времени. При этом 

шаг по времени должен определяться необходимой точностью решения и 

удовлетворять условию асимптотической устойчивости. 

4) Во всех случаях выбор конкретного разбиения области, топологии и 

способа межпроцессорных обменов определяется соотношением размеров 

расчетной и «процессорной» сеток. При этом следует иметь ввиду, что для 

фиксированной расчетной сетки всегда существуют оптимальные топология 

обменов и количество процессоров, при которых достигается скорейшее 

решение задачи в целом. 

В заключение пункта сделаем несколько замечаний. 

Во-первых, при решении начально-краевых задач вида (2.27) для 

квазилинейных уравнений параболического типа по экспоненциальным 

схемам (1.37), (1.41) и (1.43) в диссертации предложены два подхода. Первый 

из них состоит в использовании полунеявных схем, когда нелинейность 

операторов берется с предыдущего слоя по времени. Такой подход приемлем 

для расчёта медленных процессов и/или при выходе искомой функции на 

стационар. В этом случае при параллельной реализации используются 

алгоритмы, рассмотренные выше. Второй подход связан с использованием 

полностью неявных алгоритмов. В этом случае на каждом шаге по времени 

приходится организовывать итерационный процесс по нелинейности, 

аналогичный (1.38). Выбор простых итераций или итераций по Ньютону 

зависит от характера нелинейности и трудоёмкости вычисления оператора 

перехода с учётом производных. Распараллеливание такого процесса также 

возможно в рамках алгоритмов, предложенных выше. 
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Во-вторых, при численном анализе выбранных в диссертации 

прикладных задач приходится иметь дело с системой уравнений вида (2.27) 

как стационарных, так и нестационарных. В этом случае, как правило, 

удаётся привести систему к такому виду, в котором каждое уравнение 

рассчитывается во всей расчётной области, так что процедуру её 

декомпозиции на домены, обрабатываемые каждый одним вычислителем, 

достаточно выполнить один раз в начале расчёта. При этом производится 

расщепление по физическим процессам, в котором на каждом шаге по 

времени стационарные уравнения типа Пуассона рассчитываются отдельно, а 

полученные решения используются в процедуре расчёта решений 

нестационарных уравнений на новом слое. Иногда для этого требуется 

организовать внешний итерационный процесс по нелинейности. 

Нестационарные уравнения, наоборот, чаще всего решаются совместно (то 

есть в векторном виде), чтобы избежать схемного запаздывания и нарушения 

консервативности численного алгоритма вцелом. 

 

2.4.2 Технология решения задач на нерегулярных сетках 

В данном пункте кратко рассмотрим параллельную технологию 

численного решения нестационарных задач в областях сложной формы на 

нерегулярных треугольных и тетраэдральных сетках большого объёма. В 

общих чертах она была выработана участниками семинара ИММ РАН по 

параллельным вычислениям и была отражена в целой серии работ. Наиболее 

полно она сформулирована в [391]. 

Как и выше, будем предполагать, что в расчётной области 

нерегулярной формы необходимо решить систему, состоящую из нескольких 

параболических и эллиптических уравнений общего вида с соответ-

ствующими начальными и граничными условиями. При этом каждое из 

уравнений необязательно задано во всей расчётной области. Алгоритм 

решения задачи базируется на экспоненциальных и/или обычных схемах на 

нерегулярных треугольных (тетраэдральных) сетках и расщепляется по 
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физическим процессам, проходящим в отдельных подобластях расчётной 

области. Рассмотрим основные этапы решения задачи. 

Первый этап решения задачи предполагает создание геометрической 

модели расчётной области. Для этих целей в диссертации используются 

граничные геометрические модели, в которых каждая область (подобласть) 

определяется с помощью граничной кривой (поверхности) в пространстве 

двух (трёх) переменных. Граница области (подобласти) задаётся с помощью 

множества смежных частей некоторой кривой (поверхности), заданных в 

общем случае двумерными (трёхмерными) сплайнами. В простейшем случае 

двумерная область задаётся замкнутой ломаной, трёхмерная область – 

набором плоских многогранников. Каждой области (подобласти) 

приписывается набор атрибутов задачи, который указывает на количество и 

тип уравнений, решаемых в данной области (подобласти), свойства 

коэффициентов уравнений, начальные и граничные условия. Данный этап 

решения не подвергается, как правило, распараллеливанию, за исключением 

тех случаев, когда геометрическая модель возникает в результате импорта из 

параллельных CAD-систем и является очень объёмной. На этом же этапе 

строится граф смежности всех областей (подобластей) задачи с тем, чтобы 

использовать его для генерации сетки и расщеплении по физическим 

процессам. 

Второй этап решения задачи предполагает построение базовой сетки 

и нанесение на сетку всех атрибутов задачи. На этом же этапе строится 

множество графов, отвечающее методу расщепления по физическим 

процессам упомянутому в п. 2.3. Фактически на этом этапе строится 

первичная треугольная (тетраэдральная) сетка в каждой подобласти 

расчётной области, согласованная по границам подобластей. Затем на неё 

наносятся атрибуты задачи и далее она дробится до некоторого базового 

размера. Завершается этап разбиением построенной базовой сетки на 

домены, которые сразу можно распределять между небольшим числом 

вычислителей. Граф этого разбиения на домены назовём базовым графом. 
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Предложенная последовательность иногда может быть нарушена, если 

используется параллельный генератор сетки (см. рис. 2.9). 
 

 
Рисунок 2.9. Параллельная технология подготовки треугольной сетки. 

 

Третий этап решения задачи предполагает развёртывание задачи на 

конкретном кластере и проведение расчётов. При этом может быть 

произведено дальнейшее разбиение сетки и распределение её по ещё 

большему количеству вычислителей. Собственно алгоритм решения 

нестационарной задачи совпадает с алгоритмом, приведённым для случая 

ортогональной сетки (см. п. 4.2.1). Однако теперь неявный вариант 

алгоритма не может использовать локально-одномерные реализации 

разработанных численных схем. Фактически здесь приходится использовать 

либо явные схемы, либо привлекать итерационные методы на базе 

стабилизированных сопряжённых и бисопряженных градиентов, 

обсуждавшиеся в п. 2.3. Стабилизация в данном случае необходима для 

преодоления проблемы плохой обусловленности экспоненциальных схем. 

Однако большой помощью в этом случае является наличие дополнительных 
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параметров задачи (шаг по времени, измельчение сетки в областях большого 

перепада электрического поля), а также возможность использования в 

вычислениях числа большой разрядности. 

Относительно использования чисел с увеличенной разрядностью 

заметим, что в современных процессорах Intel реализована аппаратно 

четверная точность вычислений. При этом замедление расчётов не 

превышает 2-х раз (ранее эта цифра на процессорах Intel составляла порядка 

10, а на процессорах Power PC пятой серии – более 20). К тому же в общем 

доступе имеется библиотека GNU MP [392] для вычислений с длиной 

вещественного числа 256 бит и более (написана на языке C и может 

использоваться в языках C++ и Fortran). Скорость вычислений при 

использовании функций из этой библиотеки зависит от длины вещественного 

числа и падает в 5-10 раз, если выбранная длина не совпадает с аппаратно 

реализуемыми вариантами. Имеется также более эффективное 

промежуточное решение – использование чисел вида Double Double и Quad 

Double (имеющих соответственно 106 и 212 значащих бит) из открытой 

библиотеки QD [393]. Причём здесь имеются непосредственные реализации 

для C++/C/Fortran. В диссертации использовался первый вариант – 

аппаратно-программное решение от Intel. 

Ещё одно обстоятельство, которое учитывалось в разработке программ 

для расчётов на нерегулярных треугольных и тетраэдральных сетках, состоит 

в том, что при использовании сеток большого размера иногда не хватает 

разрядности обычного целого числа (int32 – long int в C и INTEGER*4 в 

Fortran), а при геометрических вычислениях – разрядности вещественного 

числа (float64 – double в C и REAL*8 в Fortran). При этом сама сетка может 

храниться блоками не очень большого размера (не превосходящими 

размерность int32), а координаты точек могут быть заданы числами типа 

float64. Для разрешения этой проблемы использовались типы данных int64 и 

float128 (соответственно long long int и long double в С, INTEGER*8 и 

REAL*16 в Fortran). 
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Сохранение результатов расчётов и контрольных точек производится 

с помощью библиотеки ввода-вывода, которая организована по следующему 

принципу. Если количество используемых узлов МВС невелико (порядка или 

меньше числа вершин в базовом графе), то ввод-вывод данных и 

контрольных точек осуществляется с каждого узла МВС в рабочий каталог 

расчёта, расположенный, как правило, на серверном узле МВС. Если 

количество используемых узлов МВС существенно больше, чем количество 

вершин в базовом графе, то все узлы МВС группируются также, как ячейки 

расчётной сетки в базовый граф. В каждой группе узлов выбирается мастер-

узел, который отвечает за ввод-вывод данных. При этом сохранение данных 

может производиться как в рабочий каталог расчёта на серверном узле МВС, 

так и во временные каталоги мастер-узлов. В последнем случае после 

очередного этапа сохранения результатов мастер-узлы готовят совместно 

компактную копию и записывают её в рабочий каталог расчёта на серверном 

узле МВС. Для очень больших сеток компактная копия воспроизводит лишь 

прореженный вариант расчёта, укладывающийся в базовый граф сетки. 

Визуализация результатов расчётов может проводиться как после 

окончания основного задания, так и во время его выполнения. В первом 

случае система визуализации может быть не параллельной и находиться либо 

на клиенте пользователя, либо на серверном узле МВС. Визуальный анализ 

при этом ведётся по компактной копии результатов расчётов. Во втором 

случае система визуализации может быть параллельной и распределенной. В 

любом случае у неё должен быть доступ к временным каталогам мастер-

узлов. В диссертации для анализа компактной копии результатов 

использовался известный пакет TecPlot [394], расположенный на Windows-

машине пользователя. Для анализа полной копии результатов использовалась 

распределённая среда визуализации RemoteView [395], разработанная в ИММ 

РАН. 
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2.5 Распараллеливание по группам и балансировка загрузки 

В данном пункте рассмотрим кратко метод распараллеливания по 

неоднородным группам и алгоритм динамической балансировки загрузки 

узлов МВС с распределённой архитектурой. 

В задачах нелинейного туннельного транспорта с непрерывным 

спектром иногда можно применить метод продолжения по параметру (в 

данном случае по энергии). Он состоит в том, что задача решается по 

полному алгоритму лишь для некоторго небольшого числа значений 

параметра, составляющих крупную реперную сетку. В остальных узлах более 

подробной параметрической сетки используется методика продолжения. При 

этом может оказаться, что алгоритм продолжения для каждого конкретного 

значения параметра использует различное число членов в разложении 

решения в ряд Тейлора, и, следовательно, имеет свою отличную от других 

арифметическую сложность. В целом методика продолжения по параметру 

существенно снижает вычислительные затраты на решение задачи по 

сравнению с прямым однородным методом, в котором все подзадачи 

решаются независимо для каждого узла параметрической сетки. При 

распараллеливании прямой алгоритм имеет 100% эффективность, однако он 

является существенно более затратным. Алгоритм, использующий методику 

продолжения, напротив является менее затратным, однако при 

распараллеливании очень быстро теряет свои преимущества. В связи с этим 

возникла необходимость разработки такого алгоритма, который был бы 

лишён этого недостатка. 

Если решение задачи туннелирования производится многократно, 

например для расчёта вольт-амперной характеристики моделируемого 

прибора или структуры, то информацию о времени расчёта задачи для 

каждого значения параметра на данном шаге расчёта ВАХ можно учесть на 

следующем шаге в целях повышения эффективности распараллеливания и 

снижения времени вычислений. Это можно сделать путём перераспределения 

точек параметрической сетки по вычислителям, то есть путём балансировки 
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их загрузки (см., например, [396, 397]). Нелинейность задачи не позволяет 

использовать статическую балансировку загрузки. Поэтому выбор был 

сделан в пользу динамической балансировки. Предлагаемый ниже алгоритм 

относится к классу централизованных алгоритмов, оценивающих время 

выполнения операций. 

Изложим суть алгоритма распараллеливания по группам с 

динамической балансировкой загрузки. Пусть у нас имеется равномерная 

параметрическая сетка { }, 1,...,j h j j Nε εεΩ = = = ε , на которой необходимо 

решить множество абстрактных нелинейных задач вида 

( ), , 0F Vψ ε = .         (2.32) 

При этом значения второго параметра V  принадлежат неравномерной сетке 

{ }, 0,1,...,V kV V k NΩ = = = V . 

Процедура последовательного прямого алгоритма состоит в том, 

чтобы для каждого  решить независимо уравнения (2.32) для всех значений kV

jε . Параллельный прямой алгоритм предполагает разбиение параметри-

ческой сетки на множества одинаковой мощности (смежные или несмежные), 

распределение их по p  вычислителям и решение соответствующих 

уравнения (2.32) в параллельном режиме. 

Последовательный алгоритм продолжения по параметру состоит в 

следующем. Сетка εΩ  разбивается на смежные группы не очень большой 

длины mε . Количество групп будет равно NM
m

ε
ε

ε

= . Для каждого значения 

параметра jε  введём принадлежность его к той или иной группе (номер ) и 

номер внутри группы : 

l

i ( )l
j iε ε≡ . Теперь каждое уравнение (2.32) решается 

точно или приближённо в соответствии со следующей стратегией: 

( )
( )

( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

: , , 0, 1,..., ;

, , , 2,..., , 1,..., ;

l l
k

l l l l l
i i i k

F V l M

T V i m l

ε

Mε ε

ψ ψ ε

ψ ψ ε ε

= =

= − = =
   (2.33) 
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где  – специальное тейлоровское разложение решения, зависящее от 

номера группы  и номера искомой функции в группе. В упрощённом 

варианте алгоритма вычисления в разных группах являются независимыми, а 

вычисления внутри каждой группы зависят от реперной функции 

( )l
iT

l

( )
1

lψ . В 

более сложном варианте алгоритма может применяться одношаговая схема, 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1, ,l l l l l

i i i i i kT ,Vψ ψ ε ε− −= −  или даже многошаговый метод. У всех вариантов 

есть свои преимущества и недостатки. В данной работе был выбран вариант 

(2.33), поскольку при его реализации тейлоровское разложение вычисляется 

путём накопления дополнительных членов и приводит к минимальным 

вычислительным затратам (Преимущество других вариантов состоит в том, 

что можно брать более длинные группы и экономить память.). 

Параллельный алгоритм продолжения по параметру предполагает 

распределение групп по p  вычислителям. При этом может оказаться, что 

p Mε� . Тогда балансировка загрузки процессоров может и не понадобиться, 

но в этом случае при наличии свободных вычислителей следует перейти к 

большей конфигурации МВС. 

Если p Mε∼ , то можно так подобрать параметр mε , чтобы M n pε = ⋅ , 

где  (то есть число групп должно быть кратно числу 

вычислителей). В этой ситуации неравномерность вычисления каждой 

функции 

1,2,3,...n =

( )l
iψ  в совокупности с конкретной производительностью 

вычислителя будет проявляться достаточно ощутимо, и скорее всего 

придётся применять динамическую балансировку загрузки вычислителей. 

Алгоритм динамической балансировки загрузки состоит в 

следующем. На каждом шаге  глобального алгоритма измеряются времена 

 расчёта функций 

k
( )l
it

( )l
iψ . Затем вычисляется время расчёта каждой группы 

, а также время расчёта всех групп  на вычислителе с номером 

. Затем вычисляются максимальное, минимальное и среднее времена 

( ) ( )

1

m
l

i
i

t
ε

=

=∑ lt mt

m
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работы вычислителей на шаге  и дисперсия разброса этого времени по 

вычислителям, измеряемая в процентах: 

k

max min 11 11

1max , min , , max 100%.
p

m s
m m s mm pm p m pm s

t tt t t t t t
p t

σ
≤ ≤≤ ≤ ≤ ≤

=

−
≈ ≈ = = ⋅∑     (2.34) 

Далее по заданному уровню балансировки loadε  (который обычно 

составляет 0.5-3%) принимается решение о необходимости перераспре-

деления групп по процессорам. Если loadσ ε≤ , балансировка не нужна. Если 

наоборот, она производится точным или диффузионным способом. 

При точном перераспределении групп их количество на вычислителе с 

номером  пропорционально величине m
1 ...

m

p

tn
t t
⋅

+ +
. При диффузионном 

перераспределении несколько групп с самых «медленных» вычислителей (у 

которых ) перебрасываются на самые «быстрые» (у которых maxmt t≈ minmt t≈ ). 

Ещё более эффективный алгоритм балансировки получается при 

«плавающей» длине группы mε  (которая меняется в пределах от 1 до ) 

и использует в вычислениях баланса только времена . 

,maxmε

( )l
it

В заключение пункта отметим, что предложенная методика 

распараллеливания по неоднородным группам стала «де-факто» обобщением 

однородного распараллеливания по группам, применявшегося независимо 

при решении задач радиационной газовой динамики (см., например, [398, 

399]). В диссертации она применяется в гл. 5 при параллельной реализации 

численного алгоритма решения задачи онелинейном электронном транспорте 

в квантовом канале гетероструктуры на основе AlGaAs. 

 

2.6 Гибридная технология параллельного программирования 

В данном пункте рассмотрим кратко гибридную технологию 

параллельного программирования, сочетающую параллельные вычисления 

на общей и распределённой памяти. В настоящее время она стала уже 

общепринятым стандартом ввиду того, что большинство суперкомпью-
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терных систем представляет собой кластеры с большим числом узлов (от 

нескольких сотен, до десятков тысяч), объединённых высокоскоростной 

сетью (Ethernet G1 и G10, Myrinet 3, Infiniband QDR и т.д.). Внутренняя 

структура современного «стандартного» узла представляет собой 

мультипроцессорную систему с одинаковыми или различными по 

архитектуре многоядерными процессорами (к первому варианту, например, 

относятся узлы с процессорами Intel, ко второму – с процессорами AMD и 

IBM Сell), использующими общую память напрямую или в режиме 

гипертрейдинга. Ещё один вариант структуры узла возникает тогда, когда 

помимо центрального процессора имеется один или несколько 

спецвычислителей. Для устаревших архитектур таким спецвычислителем 

был транспьютер, затем ПЛИС и далее графический процессор (например, 

Tesla или Fermi компании NVIDIA). Подробнее об архитектурах 

современных суперкомпьютеров можно узнать из [291, 297, 400-404] и др. 

С точки зрения технологии программирования, кластеры с 

симметричной архитектурой внутри узлов могут выполнять единый 

параллельный код, разработанный в одной системе подготовки программ на 

одном из языков высокого уровня. Кластеры с несимметричной 

(неоднородной) архитектурой внутри узлов пока принципиально не могут 

исполнять единый параллельный код на всех имеющихся в них 

вычислителях. В результате, для вычислителя каждого типа приходится 

иметь свой вариант параллельного кода. При этом каждый из вариантов кода 

подготавливается в собственной системе программирования. 

Учитывая указанную выше ситуацию и то, что симметричные 

распределённые системы развиваются более динамично и имеют более 

широкое распространение, в диссертации велись разработки программ в 

рамках первой технологии программирования. Более того, для обеспечения 

максимальной портабельности программы, использующие средства 

визуализации, были полностью отделены от основного расчётного ПО. В 

качестве систем программирования использовались две: Fortran 77/89 и ANSI 
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C. Для обеспечения коммуникаций между узлами МВС вначале 

использовались интерфейсы PARIX [405] и PVM [406], а затем MPI [407, 

408]. Для реализации параллельных вычислений на общей памяти внутри 

узлов МВС использовался сначала MPI, а затем библиотека трэдов Pthreads и 

интерфейс OpenMP [409]. При этом при использовании языка Fortran 77/89 

распараллеливание внутри узла возможно либо в рамках автоматического 

распараллеливания, поддерживаемого современным компилятором, либо с 

помощью интерфейса OpenMP. При использовании языка ANSI C можно 

использовать все три возможности. 

В результате, в диссертации для реализации параллельных программ на 

языке ANSI C были использованы интерфейс MPI и библиотека Pthreads. Для 

реализации программ на языке Fortran 77/89 использовался интерфейс MPI и 

стандарт OpenMP. Информация о методах реализациии параллельных 

алгоритмов с помощью MPI, Pthreads и OpenMP была взята из источников 

[407-417]. Большая часть разработанных программ переносима на любую 

аппаратную платформу под управлением операционных систем Windows, 

UNIX и Linux. Программы, использующие расширенную арифметику 

четверной точности (long double – в ANSI C, quadruple – в Fortran 77/89), 

ориентированы на системы с процессорами Intel и AMD последних 

модификаций. Программы для визуализации расчётных данных разработаны 

на языке C++ и функционируют под управлением ОС Windows. 

В заключение гл. 2 заметим, что результаты, изложенные выше, 

опубликованы в работах [А7, А17, А23, А25, А27, А30, А34, А39, А43]. 
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ГЛАВА 3 

Моделирование низкотемпературного примесного пробоя в 

полупроводниковых структурах 

 

В данной главе приводятся результаты теоретического исследования 

низкотемпературного примесного пробоя в полупроводниках. 

Использованная математическая модель самосогласованным образом 

учитывает перезарядку возбуждённого состояния примесей и все процессы 

рассеяния электронов, влияющие на темп ударной ионизации. В 

рассмотрение включены процессы ударной ионизации как основного, так и 

возбужденного состояний примесей, ударное возбуждение нейтральных 

примесей, межэлектронные столкновения и рассеяние электронов на 

фононах. Численные расчёты проведены применительно к n-GaAs. В них 

показано, что имеются три механизма, приводящие к отрицательному 

дифференциальному сопротивлению, которые в реальных условиях могут 

образовывать общий S-образный участок вольт-амперной характеристики 

(ВАХ). Первый обусловлен уменьшением коэффициента захвата электронов 

на мелкие примеси с ростом частоты межэлектронных столкновений, когда 

они начинают контролировать функцию распределения вблизи уровня 

протекания. Этот механизм инициирует неустойчивость при малых токах. 

Второй механизм обусловлен уменьшением энергетических потерь 

электронов с ростом тока вследствие ослабления неупругого рассеяния на 

примесях при их ионизации. Третий механизм представляет собой известную 

перегревную неустойчивость. 

 

3.1 Введение в проблему 

Низкотемпературный пробой мелких примесей в полупроводниках 

известен уже давно [418], однако основная связанная с ним проблема не 

решена до сих пор. Это вопрос о механизме S-образности вольтамперных 

характеристик. В последние годы интерес к нему возрос из-за того, что 
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расширился круг явлений, в которых низкотемпературный примесный 

пробой (НТПП) проявляется. Так, выяснилось, что НТПП является причиной 

нестабильностей, наблюдаемых в селективно легированных гетеро-

структурах GaAs/AlGaAs при больших напряжениях между истоком и стоком 

[419-421], и даже обсуждается использование примесного пробоя в таких 

условиях для приборных приложений [422]. НТПП широко используется в 

качестве модельной системы для исследования нелинейных волновых 

процессов в полупроводниках [423-425], динамического хаоса [426-428], 

явлений самоорганизации [429, 430]. Наш интерес к механизму НТПП связан 

ещё и с тем, что была обнаружена высокая чувствительность образцов n-

GaAs к свету, инициирующему пробой, и оптоэлектронная бистабильность 

[431, 432]. 

За прошедшее время после обнаружения НТПП предлагалось много 

механизмов S-образности (обзор основных механизмов содержится в [433]), 

однако они не получили развития. Исключение составляет, по-видимому, 

только механизм, связанный с захватом свободных носителей на уровни 

возбуждённых состояний мелких примесей и их последующей ионизацией. 

Этот механизм был предложен Кастальским [433], а затем развит Шёллем 

[434] и широко использован им для исследования процессов 

самоорганизации в полупроводниках. Область существования S-образности 

за счёт этого механизма, как видно из [434], очень чувствительна к полевым 

зависимостям коэффициентов ударной ионизации основного и 

возбуждённого состояний примесей, т.е. к функции распределения 

электронов в области энергий выше соответствующих потенциалов 

ионизации. Однако в указанных работах функция распределения по сути дела 

не рассматривалась, а в [434] игнорировалось даже изменение подвижности 

носителей с током, что находится в противоречии с многочисленными 

экспериментами [435, 436], показывающими, что при пробое подвижность 

изменяется сильно. 

 162



В настоящей работе проведено детальное численное исследование 

НТПП в рамках модели на базе кинетического уравнения Фоккера-Планка, 

которая последовательно учитывaет как перезарядку возбуждённого 

состояния примесей, так и все процессы, определяющие функцию 

распределения свободных электронов и таким образом влияющие на темп 

ударной ионизации и на рекомбинацию. Наиболее принципиальным является 

включение в рассмотрение неупругого рассеяния электронов на нейтральных 

примесях (процессы ударной ионизации как основного, так и возбуждённого 

состояний и ударного возбуждения примесей), и межэлектронных 

столкновений. Тот факт, что интеграл столкновений для неупругого 

примесного рассеяния зависит от заселённости основного и возбуждённого 

состояний примесей, а эта заселённость в свою очередь зависит от функции 

распределения свободных электронов, приводит к необходимости решать 

кинетическое уравнение совместно с уравнениями кинетики для примесных 

состояний. В результате такого решения самосогласованным образом 

получается как функция распределения электронов, так и кинетические 

коэффициенты (коэффициенты ударной ионизации, подвижность, 

коэффициент захвата на примеси). 

Используемая ниже физико-математическая модель и её теоретический 

анализ проведены проф. В.А. Сабликовым. В диссертации разработана 

процедура численного решения задачи, применительно к исследованию 

НТПП в n-GaAs. Метод численного моделирования позволил выявить 

процессы, приводящие к S-образности. 

В численных экспериментах установлено, что на ВАХ, имеются два 

участка S-образности, которые при определенных условиях могут 

перекрываться, образуя один. Первый участок возникает при небольшой 

концентрации электронов (~1010-1011 cм-3), когда межэлектронные 

столкновения начинают изменять функцию распределения электронов 

вблизи уровня протекания. Он обусловлен уменьшением коэффициента 

захвата электронов на мелкие примеси с ростом частоты межэлектронных 
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столкновений. Второй S-образный участок возникает, когда концентрация 

свободных электронов по порядку величины начинает приближаться к 

концентрации примесей. Он связан с двумя факторами: с перегревной 

неустойчивостью [437], которая возникает после того, как межэлектронные 

столкновения начинают контролировать функцию распределения, и с 

происходящим при ионизации примесей уменьшением темпа потерь энергии 

электронов за счёт ослабления неупругого рассеяния на нейтральных 

примесях. Потери энергии электронов при ионизации возбуждённых 

состояний доноров проявляются также и в ходе зависимости подвижности 

электронов от тока. 

 

3.2 Физико-математическая модель 

Ударная ионизация примесей определяется свободными электронами с 

энергией, превышающей порог ионизации, т.е. функцией распределения 

электронов в области достаточно высоких энергий, где эта функция обычно 

мала. В этом и состоит существенная особенность задачи о примесном 

пробое в отличие, например, от расчёта подвижности, которая определяется 

функцией распределения в той области энергий, где больше всего 

электронов. Поэтому необходимо максимально полно учесть все факторы, 

влияющие на функцию распределения в области энергий над порогами 

ударной ионизации и возбуждения нейтральных примесей. 

Прежде всего, это механизмы потерь энергии электронов. Для GaAs 

потери связаны с PA- и DA-фононами и с неупругим рассеянием электронов 

на нейтральных примесях. Фононные механизмы для GaAs хорошо известны 

[45]. Потери, связанные с примесями, обсуждались в литературе [438], но мы 

остановимся на них подробнее. Для простоты, следуя [433, 434], будем 

считать, что спектр электронов на донорах имеет два дискретных уровня с 

энергиями активации ε1 и ε2 (соответственно, основной и возбуждённый 

уровни). Выше возбуждённого уровня имеется квазинепрерывный спектр 

энергий, по которому осуществляется каскадный захват электронов из зоны 
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проводимости на уровень ε2. Потери энергии при неупругом рассеянии 

электронов на примесях будем моделировать с помощью этих двух уровней. 

Возможны следующие процессы: ударная ионизация донора в основном 

состоянии, ударное возбуждение донора (переход типа 1s-2p) и ударная 

ионизация донора в возбуждённом состоянии. Сечения этих процессов 

(соответственно, σ1, σ12 и σ2) имеют приблизительно одинаковую 

зависимость от энергии рассеиваемого электрона ε, нормированной на 

соответствующую пороговую энергию (это известно для атомов водорода 

[439]). Будем её аппроксимировать так же, как в [440] (обсуждаются и другие 

аппроксимации [438], отличающиеся от этой при iε ε� , но это отличие не 

приводит к принципиальным результатам, так как при iε ε�  очень мало 

электронов): 
5 / 4

0 1 i
i i

i

εεσ σ
ε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

где , 1,12, 2i = 12 1 2ε ε ε= − , 0 2a1σ Bπ≈ Ba 0
1,  – боровский радиус, 0 0

2 12σ σ σ≥ ≥ . 

Времена релаксации энергии электронов за счёт неупругого рассеяния на 

примесях можно оценить следующим образом: 
1 1 1

1 1 1 12 12 1 2 2( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,D DV n V n V nτ σ ε ε τ σ ε ε τ σ ε ε− − −= = = 2D  

где 2( )V
m
εε =  – скорость электронов (m  – эффективная масса электронов), 

1Dn  – концентрация доноров в основном состоянии, 2Dn  – концентрация 

возбуждённых доноров. 

Относительный вклад разных механизмов потерь энергии электронов 

иллюстрирует рис. 3.1, на котором показаны частоты релаксации энергии для 

рассеяния на PA- и DA-фононах и для неупругого рассеяния на примесях. 

Было положено  и . Видно, что 

существенными оказываются все рассмотренные механизмы рассеяния. 

Здесь же необходимо заметить, что неупругое рассеяние на примесях 

0 0 0 12
1 12 2 3 10 смσ σ σ −= = = ⋅ 2 15 3

1 2 10D Dn n см−= =
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обладает рядом особенностей, которые нам понадобятся при интерпретации 

результатов: 

1) возбуждение примесей (линия 12) затрудняет электронам приобретение 

энергии для ионизации основного состояния, а ионизация 

возбуждённого состояния (линия 2) затрудняет возбуждение примесей 

и ионизацию основного состояния; 

2) интенсивность потерь (1, 12, 2) по-разному изменяется в процессе 

пробоя. Так, при слабом поле, когда ионизация примесей ещё не 

происходит,  и поэтому канал потерь 2 отсутствует. С ростом 

тока, когда начинается возбуждение примесей, каналы 1 и 12 

ослабляются, а канал 2, напротив, усиливается. Затем, при уже 

достаточно сильной ионизации, все три канала потерь исчезают. 

2 0Dn =

 

Pисунок 3.1. Времена релаксации энергии электронов ετ  в зависимости от 

энергии для рассматриваемых механизмов рассеяния: РА-фононы, DA-

фононы, 1 – ударная ионизация основного состояния примесей, 12 - ударное 

возбуждение основного сосояния, 2 – ударная ионизация возбуждённых 

состояний. 

 

Имеется ещё один фактор, который сильно влияет на функцию 

распределения. Это межэлектронные столкновения. В ходе НТПП 

концентрация свободных носителей изменяется очень сильно: от 
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8 910 10 см−÷ 3  при малых токах до  (здесь 15 310D An N N см−−∼ ∼ DN  и  – 

концентрации доноров и акцепторов) при больших. Соответственно сильно 

изменяется частота межэлектронных столкновений 

AN

1
eeτ − . Влияние 

межэлектронных столкновений на функцию распределения определяется 

отношением 1
eeτ −  к частоте релаксации энергии. которое зависит от энергии. В 

области тепловых энергий ( ~ 10K ) межэлектронные столкновения 

становятся существенными при 11 310Cn n см−≈∼ . В области ударной 

ионизации межэлектронные столкновения важны при 12 14 310 10n см−÷∼  (в 

зависимости от концентрации нейтральных доноров). 

Таким образом, необходимо учесть все указанные механизмы 

рассеяния. Стационарное кинетическое уравнение Фоккера-Планка [33, 156-

158] (см. также гл. 1) для симметричной части функции распределения ( )f ε  

электронов по энергиям в зоне проводимости представим в виде 

{ } { } { } { }( ) ( ) 0.opt ee
fB f R f G f S f Sε ε

ε ε
∂ ⎧ ∂ ⎫⎡ ⎤ fΘ + − + + + =⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦⎩ ⎭

           (3.1) 

Здесь 1-й член описывает приобретение электронами энергии от 

электрического поля и потери энергии при рассеянии на акустических 

фононах, 
2 2( ) ( ) ( )( ) , ( ) 1 ,

( )
g e EB T

mT
ε

ε

ε ε τε ε
τ ε

ε τ ε⎡ ⎤
= Θ = +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 E – электрическое 

поле, e – единичный заряд, Т – температура решетки, ( )g ε  – плотность 

состояний в зоне свободных электронов. ( )ετ ε  – время релаксации энергии за 

счёт рассеяния на PA- и DA- фононах, ( )τ ε  – время релаксации импульса 

при рассеянии на заряженных и нейтральных примесях и на фононах. 

Формулы для ( )ετ ε  и ( )τ ε  хорошо известны [441]. Заметим только, что 

фигурирующие в них концентрации заряженных и нейтральных примесей 

изменяются вместе с концентрацией электронов. 

Для плотности состояний ( )g ε  воспользуемся выражением 
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1 / 2

2 3

( 2 )( ) m mg εε
π

=
=

, 

(  – постоянная Планка) но будем иметь в виду, что уравнение (3.1) 

относится к электронным состояниям с энергией выше уровня протекания, 

так что 

=

pε ε≥ , где pε  – средняя кинетическая энергия на уровне протекания. 

Она порядка величины среднеквадратичного флуктуационного потенциала, 

который мы будем считать малым по сравнению с характерными энергиями в 

задаче. Относительно величины pε  в литературе имеется противоречие. В 

книге Шкловского и Эфроса [442] приводится выражение 
1/32

1/4
2
0

40.18 , , ,
3

A
p D D D

D

e NK N
N

ε ε ε π
κ

⎛ ⎞≈ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

K =  

(  – диэлектрическая проницаемость, K – коэффициент компенсации 

доноров акцепторами), а согласно [443], 

0κ

2/31.5p DKε ε≈ .           (3.2) 

Для дальнейшего не принципиально, какой формулой пользоваться, однако 

выберем вторую, так как при 0.1 0.5K ÷∼  она значительно ближе к 

результатам численного моделирования [444]. 

Второе слагаемое в уравнении (3.1) описывает исчезновение 

электронов из состояния ε  при ударной ионизации и ударном возбуждении 

доноров: 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 12 1 2 2D DR f g V n n fε ε σ ε σ ε σ ε ε= + +⎡ ⎤⎣ ⎦ .    (3.3) 

Слагаемое { }G f  учитывает возникновение электронов в состоянии с 

энергией ε , которое происходит в результате ударного возбуждения доноров 

электронами с энергией 12ε ε+  и в результате ударной ионизации доноров в 

основном и в возбуждённом состояниях: 

{ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 12 12 12 12 12

1 2
1 2

1 2

2 ' 2

D

D D

G f n g V f

n g V f d n g V f d
ε ε ε ε

ε ε ε ε σ ε ε ε ε

σ ε σ ε
.ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε

∞ ∞

+ +

= + + + + +

′ ′
ε′ ′ ′ ′ ′+ +

′ ′− −∫ ∫ ′ ′
    (3.4) 
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Слагаемое { }optS f  представляет собой интеграл столкновений с 

оптическими фононами, который добавлен для того, чтобы естественным 

образом ограничить область рассматриваемых энергий. При численном 

интегрировании уравнения (3.1) результат мало чувствителен к граничному 

условию при больших энергиях, если его задать выше энергии оптических 

фононов 0ω= : 

{ } ( ) ( ) ( )0 0 0
0

0 00 0

ln ln .opt

f f
S f

ε ω ε ω ε ε ε ωε
ε ω

τ τε ω ε ε ε ω
+ + + + −

= − Θ −
+ − − −

= = =
=

= =
   (3.5) 

Слагаемое { }eeS f  – интеграл межэлектронных столкновений, для 

записи которого используется форма Ландау, 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 max ,
'

p

ee t
f fS f g g f f V V d

ε

ε ε ε ε ε εσ ε
ε ε ε

∞⎧ ⎫∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎡ ⎤′ ′ ′= −⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ′ ′ ,   (3.6) 

где ( )
4

2 2 2
0 max ,t

eπσ
κ ε ε

Λ
=

′
 (Λ  – кулоновский логарифм). Поправка к этой 

формуле, учитывающая рассеяние на большие углы, которая была 

предложена в [445], как можно показать в нашем случае, несущественна из-за 

того, что отсутствует область энергий, в которой ( )f ε  была бы постоянной. 

Как было уже упомянуто, одно граничное условие к уравнению (3.1) 

можно задать при 0ε ω> = . Мы полагали 

( ) 0f ε =  при 0 1ε ω ε= += .         (3.7) 

Заметим, что решение очень мало чувствительно к выбору этой границы. 

Другим граничным условием служит уравнение баланса электронных 

потоков по энергии через уровень протекания. Потоки по энергии вверх 

обусловлены ударной ионизацией уровней 1ε  и 2ε  и тепловой активацией 

уровня 2ε . Тепловой активацией уровня 1ε  в зону проводимости можно 

пренебречь. Поток вниз связан с диффузией электронов по энергии в поле 

притягивающих центров. Для расчёта этого потока мы воспользуемся 

теорией Абакумова, Переля и Яссиевич [446], учитывая, что в GaAs 
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преобладающим механизмом релаксации энергии захватываемых электронов 

является рассеяние на PA-фононах. В результате имеем 

( ) ( )2 2 2 1 1p D Df e n n nnγ ε α α= + + ,         (3.8) 

где 1α  и 2α  – коэффициенты ударной ионизации основного и возбуждённого 

уровней, 

( ) ( ) ( ) ( )
1,2

1,2 1,2
1 ,g V f d
n ε

α ε ε σ ε ε
∞

= ∫ ε  

γ  – коэффициент, описывающий захват свободных электронов. Конкретное 

выражение для γ  зависит от того, происходит ли захват на изолированные 

кулоновские центры (0-комплексы), на диполи (2-комплексы) или на ямы 

флуктуаций потенциала: 

3

2

2

11 , ,
4

11 ,
4

, , .

p

p

p

D
D P

D A

D D
D P

D A

p D P

g K K n T T
T K N N

g K K n T T
T T K N N

g T T

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε ε
τ

ε εγ ε
τ

ε ε ε
τ

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎪ ⋅ + < <⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎪
⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

≈ + >⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪

⎛ ⎞⎪ > >⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

;

, ;ε <  

Поскольку эти варианты не определены строгими неравенствами, мы 

испробовали все три. Небольшое изменение вида ВАХ происходит только 

при переходе к третьему варианту. Оно связано с тем, что в нём не учтено 

влияние опустошения центров на частоту рекомбинации. Тем не менее в 

дальнейшем указанные варианты будут использованы в соответствии с 

приведёнными неравенствами, считая их строгими. 

Коэффициент теплового заброса с уровня 2ε  в зону проводимости 

определим из условия равновесия при отсутствии ударной ионизации: 

( )
e

n n
N T

T

D
2

2≈
=

−⎧⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

γ ε
exp , 

где  – тепловая концентрация электронов. Tn
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Для того, чтобы задача была полной, необходимо добавить ещё 

уравнение кинетики перезарядки уровня 1ε  и уравнение нейтральности. 

Уранение кинетики имеет вид  

( )21 2 12 1 12 1,Dn e n nγ α α= + +⎡⎣ D⎤⎦          (3.9) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )
12

12 12
1 ,g V f d
nε

α ε ε σ ε ε
∞

= ∫ ε  

21γ  – частота электронных переходов с возбуждённого уровня на основной, 

12
12 21expe

T
εγ ⎧ ⎫≈ −⎨ ⎬

⎩ ⎭
. 

Уравнение нейтральности имеет вид 

1 2 .D D An n n N N+ + + = D         (3.10) 

С учётом того, что 

( ) ( ) ,
p

n g f d
ε

ε ε ε
∞

= ∫         (3.11) 

система уравнений (3.1), (3.9), (3.10) с граничными условиями (3.7), (3.8) 

полностью определяет задачу. 

Для расчета вальт-амперных характеристик и других параметров 

структуры n-GaAs электрический ток, подвижность и коэффициент захвата 

электронов определялись следующим образом: 

( ) ( ) ( )
2

2 ,
3

p

e fj E g V d
ε

ε ε τ ε ε
ε

∞ ∂
=

∂∫      (3.12) 

( )
( )

, p
n

A

fj c
e n E n N n

γ ε
μ = =

+
.      (3.13) 

 

3.3 Численный алгоритм и программная реализация 

Для численного анализа задачи (3.1)-(3.13) был разработан численный 

алгоритм на основе схем экспоненциальной подгонки (см. п. 1.3 гл. 1). 

Рассмотрим его подробнее применительно к конкретной постановке задачи. 
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Для этого заметим, что уравнение (3.1) – интегро-дифференциальное 

уравнение, содержащее нелинейные и нелокальные связи. Однако в его 

основе лежит обыкновенное дифференциальное уравнение 2-го порядка, с 

интегральными коэффициентами, зависящими от решения. Поэтому, 

применим к его решению метод конечных разностей на неравномерной сетке 

по энергетической координате ε . 

Сначала преобразуем уравнение (3.1) с учетом (3.6): 

{ } { } { }( ) ( ) 0,opt
fB A f R f G f S fε ε

ε ε
∂ ∂⎧ ⎫+ − + +⎨ ⎬∂ ∂⎩ ⎭

�� =    (3.14) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 max , ,

( ) ( ) 2 max , .
'

p

p

t

t

B B g g f V V d

fA B g g V V d

ε

ε

ε ε ε ε ε ε ε ε σ ε

ε ε ε ε ε ε σ ε
ε

∞

∞

⎡ ⎤
′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥= Θ +

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤∂′ ′ ′ ′⎢ ⎥= −

∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

�

�
 

В такой форме уравнение (3.14) содержит производные по энергии в первом 

слагаемом, а остальные члены содержат только интегралы по ε . Из 

представления (3.14) видно, что при любой положительной функции 

распределения ( )f ε  уравнение (3.14) не меняет свой тип, и можно ожидать, 

что исходная дифференциальная задача имеет решение необходимой степени 

гладкости. Вопрос единственности решения обсуждается ниже. 

Для построения конечно-разностной схемы дифференциальная задача 

для уравнения (3.14) была обезразмерена. При этом для удобства численного 

анализа была введена безразмерная координата 
0 1

pε ε
ξ

ω ε
−

=
+=

, изменяющаяся 

от 0 до 1. Вследствие использования граничного условия (3.7) все интегралы 

с бесконечным верхним пределом были заменены на интегралы по ξ  с 

верхним пределом равным 1. Сетка ξω  по координате ξ  была выбрана так, 
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чтобы величины 
0 1

m p
m

ε ε
ξ

ω ε
−

=
+=

 ( 1,2,m p= ) были ее узлами. При этом она 

сгущалась вблизи 0 и была разреженной вблизи 1. 

На сетке ξω  с помощью интегро-интерполяционного метода была 

построена следующая нелинейная схема экспоненциальной подгонки с 

интегральными коэффициентами, предложенная в гл. 1: 

( ) ( )

( )

1 1 1 1
1 1

1 1 1

,

1
0 2 2 2 1 1

1
( ) ( )

0, 0 ,

, 0,

i i i i i i i i
i i i i

i i i i i i

i i opt i

D D N

e f e f e f e fB B B B
e e h e e h

R G S i N

f e n n nn f
ξ

ξ

γ α α

+ + − −
+ −

+ + −

−

⎧ ⎫− −
+ − +⎨ ⎬+ +⎩ ⎭

− + + = < <

⎡ ⎤= + + =⎣ ⎦

� � � �
= i

−

i

   (3.15) 

где ( )if f ξ=  – значения функции распределения на сетке,  – 

соответствующие шаги сетки, 

,ih = i

( )i iB B ξ=� � , 
0

( )exp
( )

i

i
A de

B

ξ ξ ξ
ξ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
�
� , а iR , ,  – 

сеточные аналоги выражений (3.3)-(3.5). Интегралы, входящие в (3.15) 

вычисляются численно по формуле трапеций. Это же справедливо для 

величин 

iG ,opt iS

, , ,...kn j α . 

Для реализации нелинейной схемы (3.15) используется итерационный 

процесс Ньютона с параметром регуляризации ( )0,1θ ∈ . При этом матрица 

возникающей линейной системы уравнений оказывается полностью 

заполненной. Линейная система на каждой итерации решается методом 

Гаусса с выбором главного элемента по строке. 

Анализ устойчивости и сходимости схемы (3.15) показал следующее. 

При условии существования единственного решения дифференциальной 

задачи можно показать, что при достаточно малых  решение разностной 

задачи существует, единственно и сходится к решению дифференциальной 

задачи со скоростью 

h

( )2O =  в норме ( )2L ξω . При этом линейные системы, 

получаемые на каждой ньютоновской итерации удовлетворяют условию 

диагонального преобладания, то есть являются невырожденными и 
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позволяют найти решение. Параметр регуляризации θ  выбирается равным 

0 1θ <  и зависит от максимального шага сетки. При теоретическом анализе 

это значение определить трудно, поэтому оно подбиралось эмпирически. 

Аналогично исходной дифференциальной задаче разностная задача 

(3.15) может быть некорректной из-за нелинейной и неявной связи тока j  и 

величины поля E . А именно, как следует из теоретических оценок и 

приведенных ниже результатов моделирования, при определенных 

параметрах задачи реализуется S-N-образная вольт-амперная характеристка. 

Причем на ней есть участки, где ни задание величины поля, ни задание 

величины тока не позволяет определить решение из-за нарушения 

единственности. Данная проблема в общем случае была рассмотрена в гл. 1, 

п. 1.4. Разработанный подход позволяет разрешить проблему неедин-

ственности. Для этого необходимо добавить к исходной задаче два 

уравнения: уравнение для тока (3.12) и уравнение кривой нагрузки. В 

качестве последней выбрана Верзьера Аньези. Метод продолжения по 

параметру вдоль кривой нагрузки позволяет найти решение задачи в любом 

интересующем диапазоне токов и напряжений. 

При численной реализации данного подхода используется сеточный 

аналог формулы (3.12) и уравнение Верзьеры. Оба добавленных уравнения 

дополняют сеточную систему (3.15), которая в каждой точке ВАХ также 

решается методом Ньютона. Фактически, вектор неизвестных разностной 

задачи расширяется до набора ( )0, , ,...,
T

NE j f f
ξ

=y . В программной 

реализации использовался именно такой порядок неизвестных. 

Предложенная модификация численного алгоритма сходится, если шаг вдоль 

кривой нагрузки выбирается достаточно малым. 

 

3.4 Результаты моделирования 

Численное решение уравнений рассматриваемой модели позволяет 

проследить за ходом ВАХ, за изменением функции распределения, 
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концентрации и подвижности электронов, концентрации доноров в основном 

и в возбуждённом состояниях. Кроме того имеется возможность выяснить, 

как изменяются результаты при включении каких-либо механизмов 

рассеяния и при изменении параметров модели, и таким образом полностью 

изучить поведение системы. Ниже приведены наиболее интересные 

результаты, полученные применительно к n-GaAs для  с 

использованием известных в литературе [45] данных по фононному 

рассеянию. Кроме того в расчётах было положено 

4.2T K=

1 5.9мЭвε = , 2 10.75ε ε= , 

. При этих фиксированных данных варьировались 

величины 

0 0 0 12
1 12 2 3 10 смσ σ σ −= = = ⋅ 2

DN , K  и 21γ . 

Поскольку нельзя считать, что величина 21γ  известна хорошо (по 

данным работы [447] она оценивается как 62 10 c 1−⋅ ), рассмотрим сначала, как 

изменяются результаты при варьировании этой величины. Результаты 

представлены на рис. 3.2, 3.3 и 3.4. Оказалось, что при разумных для 

примесного пробоя концентрациях 14 3~ 10DN см−  и коэффициенте 

компенсации ~ 0.1K  вид ВАХ сильнее чувствителен к 21γ , чем к DN  и K . 

 

 

Рисунок 3.2. Кривые ВАХ при разных значениях 6 7 8 9
21 10 ,10 ,10 ,10 cγ 1−=  

(линии 1,2,3,4) для 14 32 10DN см−= ⋅ , 0.1K = . Линия 5 соответствует 

8 1
21 10 cγ −= , 14 34 10DN см−= ⋅ , 0.1K = . 
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Как видно из рис. 3.2, S-образность имеется во всех случаях, причём 

правильнее говорить о двух участках S-образности: при больших токах, 

когда ~ D An N N− , и при значительно меньших токах, когда 

. При больших токах S-образность существует для 

любых 

10 11 3~ 10 10Cn n см−≈ ÷

21γ , а при малых – только для 6 1
21 10 cγ −≥ . На верхнем участке 

происходит сильное изменение подвижности, а на нижнем подвижность 

практически не изменяется, но сильно растёт концентрация свободных 

электронов. 

 

 
Рисунок 3.3. Концентрация электронов (а) и их подвижность (б) в 

зависимости от тока для ВАХ (1-4), приведённых на рис. 3.2. 
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Рисунок 3.4. Концентрация доноров в основном (1) и в возбуждённом (2) 

состояниях в зависимости от тока для 7 1
21 10 cγ −= , 14 32 10DN см−= ⋅ , 

0.1K = . 

 

Чтобы понять природу обоих участков S-образности, были проведены 

расчёты ВАХ при фиксированном значении 21γ  для разных модификаций 

кинетического уравнения (3.1). Их результаты показаны на рис. 3.5 для 

. Здесь жирная линия изображает ВАХ в случае, когда в 

уравнении (3.1) включены все рассмотренные механизмы рассеяния. Линия 1 

соответствует случаю, когда из кинетического уравнения исключены 

межэлектронные столкновения и неупругое примесное рассеяние. Эта линия 

описывает S-образность, связанную только с перезарядкой возбуждённых 

состояний доноров. Такого типа S-образность исследовалась Кастальским и 

Шёллем. Линия 2 соответствует случаю, когда в уравнении (3.1) включено 

неупругое рассеяние электронов на примесях, но межэлектронное рассеяние 

отсутствует. Как видно, при учёте неупругого примесного рассеяния S-

образность, связанная с возбуждёнными состояниями, исчезла, но появился 

другой участок S-образности при больших токах. Отличие этой линии (2) от 

основной (жирная линия) связано с межэлектронными столкновениями. 

Линия 3 соответствует искусственно созданной ситуации, когда все примеси 

7 1
21 10 cγ −=
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ионизованы, D An N N= − , и, следовательно, нет потерь на ионизацию и 

возбуждение примесей, но межэлектронные столкновения присутствуют. В 

этом случае происходит только разогрев электронов и изменение их 

подвижности, а происхождение S-образности хорошо известно: она 

обусловлена перегревной неустойчивостью, возникающей в условиях, когда 

межэлектронные столкновения контролируют функцию распределения по 

энергии, импульс электронов рассеивается на заряженных примесях, а 

энергия – на PA-фононах [437]. 

 
Рисунок 3.5. ВАХ для разных комбинаций механизмов рассеяния 

( 7 1
21 10 cγ −= , 14 32 10DN см−= ⋅ , 0.1K = ): жирная линия – включены все 

механизмы рассеяния, 1 – отсутствуют межэлектронные столкновения и 

неупругое примесное рассеяние, 2 – отсутствуют межэлектронные 

столкновения, 3 – ситуация полностью ионизованных примесей. 

 

На рис. 3.6 приведены результаты расчётов коэффициентов ударной 

ионизации и коэффициента захвата в зависимости от тока для основной ВАХ, 

показанной на рис. 3.5 жирной линией. 

Теперь можно понять происхождение S-образности при больших 

токах, когда ~ D An N N− . Она сопровождается увеличением как 

концентрации свободных электронов, так и их подвижности. Как видно из 

рис. 3.6, на этом участке ВАХ происходит увеличение коэффициентов 
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ударной ионизации с током, несмотря на уменьшение электрического поля, и 

уменьшение коэффициента захвата электронов на ионизованные примеси. В 

этой же области токов резко уменьшаются концентрации нейтральных 

доноров 1Dn  и 2Dn  (рис. 3.4). 

 

Рисунок 3.6. Коэффициенты ударной ионизации 1 12 2, ,α α α  и коэффициент 

захвата  в зависимости от тока, nc 7 1
21 10 cγ −= , 14 32 10DN см−= ⋅ , 

0.1K = . 

 

Имеются два механизма S-образности на рассматриваемом участке 

ВАХ. Один из них связан с уже упомянутой перегревной неустойчивостью, 

которая становится возможной благодаря тому, что межэлектронные 

столкновения контролируют функцию распределения по энергии вплоть до 

энергии ионизации. Другой обусловлен тем фактом, что при ионизации 

примесей происходит увеличение времени релаксации энергии электронов с 

ростом тока, которое обусловлено уменьшением концентрации нейтральных 

примесей и, соответственно, ослаблением неупругого примесного рассеяния. 

Этот факт приводит к неустойчивости, которую можно объяснить 

следующим образом. Пусть произошла флуктуация увеличения энергии 

электронов. Она вызывает увеличение темпа ионизации и, следовательно, 
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уменьшение концентрации нейтральных доноров. В результате уменьшаются 

потери энергии на неупругое примесное рассеяние. Это означает, что при 

заданном поле увеличивается энергия электронов. Таким образом, 

первоначальная флуктуация усиливается. Этот механизм неустойчивости и 

реализуется в виде S-образного участка на ВАХ – 2 на рис. 3.5. 

На основной ВАХ оба механизма (перегревная неустойчивость и 

механизм, связанный с уменьшением потерь энергии при ионизации 

примесей) вносят сопоставимый вклад в результирующую S-образность. 

Обратимся к S-образности при малых токах. Как видно из рис. 3.5, она 

возникает благодаря межэлектронному рассеянию. Из рис. 3.3 следует, что в 

этой области токов подвижность остаётся практически постоянной, а 

концентрация электронов быстро увеличивается с током, причём величина её 

такова, что межэлектронное рассеяние начинает играть существенную роль в 

области энергий до порога неупругого примесного рассеяния ( 2ε ε< ). 

Следовательно, причину неустойчивости следует искать в том, что благодаря 

межэлектронным столкновениям увеличивается концентрация свободных 

электронов. Действительно, в этом случае флуктуация увеличения 

концентрации электронов будет вызывать увеличение частоты 

межэлектронных столкновений, что в свою очередь приведёт к дальнейшему 

увеличению концентрации электронов и т.д. (т.е. возникнет неустойчивость). 

Механизм увеличения концентрации свободных электронов с ростом 

частоты межэлектронных столкновений связан с уменьшением 

коэффициента захвата электронов на доноры. Это следует из рис. 3.7, на 

котором изображены две функции распределенния при одном поле: первая 

(1) получена с учётом межэлектронных столкновений, а вторая (2) – при их 

исключении. Обе функции нормированы на единицу. Коэффициент захвата 

определяется функцией распределения на уровне протекания. Первая 

функция вблизи уровня протекания ниже (см. рис. 3.7а), а следовательно, 

межэлектронные столкновения приводят к уменьшению коэффициента 

захвата. Уменьшение  с током демонстрирует рис. 3.6. Исчезновение nc
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отрицательного дифференциального сопротивления с ростом тока на этом 

участке ВАХ обусловлено увеличением темпа потерь энергии, связанных с 

возбуждением и ионизацией примесей. 

 

 
Рисунок 3.7. Функции распределения при наличии (1) и при отсутствии (2) 

межэлектронных столкновений для энергий до (а) и выше (б) порога 

ионизации основного состояния. 7 1
21 10 cγ −= , , 14 32 10DN см−= ⋅ 0.1K = , 

1.48 /E В см= . 

 

Особенно важную роль играют процессы ионизации возбужденного 

состояния, интенсивность которых быстро растёт с током вследствие 

увеличения концентрации возбуждённых доноров (см. рис. 3.4). Потери 
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энергии на ионизацию возбуждённых доноров затрудняют электронам 

прибретение энергии для возбуждения и ионизации основного состояния, и 

поэтому для поддержания пробоя требуется увеличение электрического поля. 

С потерями энергии на ионизацию возбуждённых примесей связана 

сильная зависимость ВАХ от 21γ  (см. рис. 3.2). При увеличении 21γ  

концентрация 2Dn , уменьшается и соответственно уменьшаются потери на 

ионизацию возбуждённого состояния. В результате нижний S-образный 

участок расширяется и при достаточно большой концентрации DN  сливается 

с верхним (см. рис. 3.2, кривая 5). Благодаря потерям энергии при неупругом 

примесном рассеянии участок отрицательного дифференциального 

сопротивления, рассмотренного в [433, 434], сильно сокращается или 

исчезает вовсе (рис. 3.5). Так, если 7 1
21 10 cγ −= , то S-образность за счёт этого 

механизма отсутствует; она возникает лишь при . В последнем 

случае перезарядка возбуждённого состояния доноров увеличивает 

отрицательное дифференциальное сопротивление и расширяет область S-

образности при малых токах. 

7 1
21 3 10 cγ −> ⋅

И ещё один эффект связан с неупругим рассеянием электронов на 

примесях – это уменьшение подвижности электронов в области пробоя (рис. 

3.3б). Оно связано с ростом концентрации возбуждённых доноров и 

обусловлено потерями энергии на их ионизацию. Такое поведение 

подвижности наблюдалось в [435, 436]. 

Роль межэлектронных столкновений в формировании S-образности при 

НТПП впервые совершенно справедливо была отмечена Куросавой [448] 

применительно к Ge; межэлектронные столкновения привлекались позднее в 

[445] для объяснения бистабильности в CdTe. 

Предложенная модель применима при достаточно малой концентрации 

примесей, когда флуктуационнный потенциал мал по сравнению с 

характерными энергиями электронов, – строго говоря, при p Tε < . При 

увеличении легирования pε  увеличивается. Однако пока 2pε ε< , полученные 
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нами результаты качественно сохраняются. При 2pε ε>  требуется 

принципиально иной подход с учётом флуктуационных ям и их 

деформирования под действием внешнего электрического поля [449] и 

экранирования свободными электронами. Величины 21γ , 2ε , 2σ  и pε  можно 

рассматривать как подгоночные параметры представленной модели, которые 

должны определяться из сопоставления с экспериментом. 

В заключение главы сформулируем некоторые выводы. 

В данной части работы была рассмотрена проблема математического 

моделирования процессов низкотемпературного примесного пробоя в GaAs. 

Целью исследований было построение численного метода расчета и 

исследование стационарных вольт-амперных характеристик (ВАХ) 

кристаллов GaAs. В качестве базовой модели исследования выбрано 

кинетическое уравнение Фоккера-Планка для функции распределения 

электронов по энергии в зоне проводимости, дополняемое уравнениями связи 

для концентрации электронов и плотности тока. Особенность и трудность 

решения поставленной задачи состояла в нелокальной нелинейности системы 

интегро-дифференциальных уравнений, возникающей при расчетах ВАХ, а 

также в наличии механизмов отрицательной дифференциальной 

проводимости (ОДП), приводящих к би- и мультистабильным вольт-

амперным характеристикам. В результате исследований был предложен 

оригинальный конечно-разностный метод решения кинетического уравнения, 

дополняемый методом продолжения по параметру и итерационным 

процессом Ньютона. С помощью разработанной на его основе программы 

проанализированы отдельные механизмы ОДП и расчитаны ВАХ для 

условий, близких к эксперименту. На основе проведенных расчетов впервые 

получено единое описание процессов низкотемпературного примесного 

пробоя в GaAs при различных механизмах рассеяния. Основные результаты 

опубликованы в [А1, А2, А45, А46]. 
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ГЛАВА 4 

Моделирование процессов латерального переноса фотоиндуцированных 

носителей заряда в гетероструктурах с двумерным электронным газом 

 

В данной главе рассматривается задача моделирования динамики 

фотоиндуцированных носителей заряда в слое двумерного электронного газа 

наноструктуры на основе AlGaAs. Данная прикладная задача возникла в 

связи с необходимостью создания методов неразрушающей диагностики 

наноструктур с двумерным электронным газом на этапе их роста. Для целей 

моделирования была выбрана диффузионно-дрейфовая модель, разработаны 

численные методы ее анализа в одномерном и двумерном случаях на 

регулярных декартовых сетках, созданы программные реализации. С 

помощью разработанных программ проведено моделирование процессов 

фотовозбуждения. В численных экспериментах подтверждена возможность 

оптической диагностики качества слоя с двумерным электронным газом 

(2DЭГ). 

 

4.1 Введение в проблему 

В настоящее время в связи с быстрым развитием элементной базы 

вычислительной техники и средств связи особенно актуальными стали 

исследования электронных процессов, происходящих в полупроводниковых 

структурах субмикронных размеров. Целью таких исследований является 

создание новых физических принципов хранения, обработки и передачи 

информации, а также методов диагностики элементов интегральных схем. 

Последнее чрезвычайно важно, поскольку хорошая диагностика в 

значительной мере определяет выход конечной продукции и, следовательно, 

ее себестоимость. Существенно, чтобы методы диагностики были 

неразрушающими и применимы in situ, то есть при их использовании не 

нарушался технологический процесс производства микросхем. Для создания 

таких методов обычно используются оптическое воздействие на иссле-
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дуемую структуру и регистрация откликов фотолюминесценции и/или 

фотоотражения. Существующие методы позволяют определять энергети-

ческий спектр электронов, но не дают информацию о процессах переноса 

носителей заряда в активных слоях структур (подвижность носителей заряда, 

рекомбинационные характеристики), которые принципиально важны для 

функционирования устройств. 

При изучении оптического воздействия на полупроводниковые 

структуры основное внимание долго уделялось однородному освещению. 

Однако затем возрос интерес к локальному оптическому воздействию на 

гетероструктуры, например сфокусированным лазерным лучом [450-455]. Он 

связан как с развитием бесконтактных методов диагностики с простран-

ственным сканированием, так и с новыми физическими явлениями, которые 

возникают в условиях локального освещения. Одно из наиболее интересных 

явлений состоит в том, что эффект оптического воздействия обнаруживается 

на чрезвычайно больших расстояниях от места воздействия в плоскости 

гетероструктуры. Так, в работе [456] было установлено, что при освещении 

части поверхности селективно-легированной гетероструктуры эффект 

освещения, измеряемый по отражению зондирующего луча света, обнару-

живался в тени на расстоянии до 3 мм. Как оказалось, этот эффект возникает 

при достаточно высокой подвижности электронов. Он до сих пор не получил 

точного объяснения, но с ним связываются перспективы приложений для 

бесконтакного определения подвижности или проводимости 2D электрон-

ного газа. 

В работах [А3, А4] был предложен механизм латерального переноса 

фотовозбужденных носителей заряда вдоль слоя 2DЭГ гетероструктуры. Он 

состоит в том, что генерированные светом электроны и дырки разделяются 

встроенным электрическим полем гетероперехода к противоположным 

поверхностям буферного слоя и, будучи разделёнными, переносятся вдоль 

плоскости гетероструктуры. Расстояние, на которое переносятся неравно-

весные носители, достигает большой величины благодаря большому времени 
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жизни разделённых электронов и дырок и высокой проводимости 2DЭГ. 

Длина латерального переноса зависит от величины изгиба зон 

гетероперехода, температуры, концентрации поверхностных состояний и 

скорости поверхностной рекомбинации на поверхности буферного слоя, 

вблизи которой движутся дырки. По величине она может достигать 

сантиметров. 

Исследование процессов латерального переноса в рамках данной 

работы было выполнено для гетероструктур типа AlGaAs/GaAs. Такие 

гетероструктуры рассматриваются в качестве основы элементной базы 

микроэлектроники нового поколения. К тому же параллельно с 

теоретическими и численными экспериментами проводился натурный 

эксперимент именно для этих структур. Методика эксперимента состоит в 

том, что исследуемая структура освещается локально лучом света, 

генерирующим свободные носители заряда, а регистрация откликов 

фотоотражения и/или фотолюминесценции производится также локально, но 

на некотором расстоянии от места возбуждения (рис. 4.1). В таком случае 

регистрируемые отклики определяются не только энергетическим спектром 

электронов, но и их переносом в плоскости гетероструктуры от точки 

возбуждения к точке регистрации. 

 
Рисунок 4.1. Схема натурного эксперимента. 
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Настоящая диссертационная работа включала создание численных 

методов и исследование с их помощью математической модели, 

предложенной В.А. Сабликовым в [А4] для описания неравновесных 

процессов переноса фотовозбужденных носителей заряда в селективно 

легированной гетероструктуре типа AlGaAs/GaAs с двумерным электронным 

газом. Используемая математическая модель базировалась на самосогла-

сованном описании динамики электронов в потенциальных ямах, где 

движение электронов квантовано, и в тех слоях структуры, где электроны 

движутся как свободные частицы. Модель использует разделение всей 

электронной системы гетероструктуры на подсистему электронов в объеме 

активного слоя (GaAs) и подсистему двумерных электронов, локализованных 

в квантовой яме у гетерограницы. Перенос объемных и двумерных 

электронов вдоль квантового слоя описывается в рамках диффузионно-

дрейфового приближения. Взаимодействие между этими подсистемами 

описывается кинетическими коэффициентами, которые вводятся в граничные 

условия для объемных электронов и в уравнения переноса двумерных 

электронов. 

Численное исследование используемой математической модели 

проводилось сначала для случая однородного освещения, когда поставленная 

задача становится одномерной и описывает перенос электронов и дырок 

поперек активного слоя. Затем рассматривался перенос электронов и дырок 

вдоль активного слоя в квазиодномерной и полностью двумерной 

постановках. 

 

4.2 Постановка задачи 

Типичная селективно легированная гетероструктура представляет 

собой следующую систему слоев, выращенных на подложке из GaAs (см. 

рис. 4.2а): 1 – буферный слой со сверхрешёткой (20 пар слоев GaAs/AlGaAs 

толщиной  каждый), 2 – активный слой GaAs толщиной 1.5нм∼ 0.3 1мкм÷  

(содержащий обычно небольшое количество акцепторов), 3 – спейсер – слой 
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нелегированного AlGaAs толщиной , 4 – слой сильно легированного 

AlGaAs толщиной , 5 – защитный слой нелегированного GaAs 

( ). Энергетическая диаграмма показана на рис. 4.2б. В активном слое 

GaAs вблизи гетерограницы GaAs/AlGaAs (

5нм∼

30нм∼

5нм∼

0z = ) имеется потенциальная яма 

(слой (0, )δ , в которой движение электронов по оси  квантовано. При 

низких температурах электроны в потенциальной яме образуют вырожден-

ный двумерный газ. Диапазон температур, в котором сохраняется 

квантование оценивается ниже (см. п. 4.3) 

z

 

 
Рисунок 4.2. Геометрия (а) и энергетическая диаграмма (б) 

гетероструктуры. На рис. (а) цифрами 1-5 обозначены номера слоев 

структуры. 

 

Рассмотрим процессы, происходящие в гетероструктуре при локальном 

оптическом воздействии, при котором происходит генерация электронов и 

дырок. Неравновесные носители заряда возникают в основном в активном 

слое GaAs ( , )dδ . Генерированные электроны и дырки разделяются 
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встроенным электрическим полем гетероперехода, как это показано на рис. 

4.2б. При этом электроны попадают в слой двумерного электронного газа 

(0, )δ , а дырки под действием встроенного электрического поля 

гетероперехода дрейфуют и диффундируют к противоположной поверхности 

 активного слоя, где они накапливаются вблизи сверхрешеточного 

буфера. Таким образом, между краями активного слоя возникает 

неравновесная разность потенциалов , которая зависит от координат в 

плоскости гетероструктуры и стремится к нулю с увеличением расстояния  

от центра светового луча. Поскольку потенциал  неоднороден вдоль 

поверхности, то имеется тангенциальное электрическое поле 

z d=

( , )V x y

r

( , )V x y

τE  в плоскости 

гетероструктуры. Это поле максимально вблизи тыловой поверхности z d=  

активного слоя и минимально вблизи гетерограницы в силу высокой 

проводимости двумерного электронного газа. Поле τE  вызывает дрейф 

дырок вдоль поверхности z d=  в сторону от светового пятна. Этот процесс 

сопровождается изменением плотности заряда двумерного электронного 

газа, который локально компенсирует неравновесный дырочный заряд. 

Латеральный перенос электронов и дырок ограничивается только 

рекомбинацией, которая затруднена из-за наличия потенциального барьера, 

разделяющего электроны и дырки и увеличивающегося при удалении от 

освещаемой области. В результате неравновесные носители заряда могут 

распространиться на значительное расстояние. 

Основные процессы переноса носителей заряда происходят в активном 

слое, а именно, в его объеме, где электроны и дырки движутся как свободные 

частицы, а также в квантовой яме, где электроны могут двигаться только 

вдоль плоскости структуры, а поведение дырок мало существенно. На 

перенос носителей заряда в активном слое оказывают влияние и прилежащие 

к нему слои. Расположенный справа сверхрешеточный буфер определяет 

темп рекомбинации неравновесных носителей на поверхности раздела 

( ), которая может быть описана в терминах скорости поверхностной z d=
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рекомбинации [26, 457]. Слой AlGaAs, расположенный слева от активного 

слоя, играет важную роль, поскольку в нем сосредоточены положительно 

заряженные доноры, заряд которых экранируется свободными носителями 

заряда в активном слое. Однако при освещении заряд доноров изменяется 

слабо, поэтому будем считать, что слой AlGaAs имеет фиксированный заряд 

с поверхностной плотностью 1σ , не изменяющейся при освещении. 

Всю систему электронов активного слоя разделим на подсистему 

электронов в объеме активного слоя и подсистему двумерных электронов. 

Взаимодействие между этими подсистемами происходит путем электронных 

переходов. Для описания переноса носителей заряда в объеме используем 

следующий вариант диффузионно-дрейфовой модели 

1
n

n div G R
t e

∂
= + + −

∂
j n ,          (4.1) 

1
p

p div G R
t e

∂
= − + −

∂
j p ,          (4.2) 

A
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n
pR R
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∂

= −
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R C n N n C n n B np n

R C pn C p N n B np n

exp[ ],zαμ μ α
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j E j E

 

Здесь  и n p  – концентрации электронов и дырок,  – концентрация 

электронов на акцепторах, 

An

,n pj j  – плотности электронного и дырочного 

токов,  – темп оптической генерации носителей заряда, G ,n pR R  – темпы 

генерационно-рекомбинационных процессов (для электронов и дырок), 

связанных с межзонной рекомбинацией и захватом носителей заряда на 

акцепторы,  – вектор напряженности электрического поля,  – 

элементарный заряд, 

E e

,n pμ μ  и ,  – подвижности и коэффициенты 

диффузии электронов и дырок, 

nD Dp

0I  – интенсивность падающего оптического 
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излучения, α  – коэффициент поглощения света, hν  – энергия световых 

квантов,  – коэффициент межзонной рекомбинации в объёме,  – 

собственная концентрация носителей заряда,  – коэффициенты захвата 

электронов и дырок на акцепторы,  – концентрация акцепторов,  и 

B in

,nC Cp

AN 1n 1p  – 

концентрации электронов в зоне проводимости и дырок в валентной зоне в 

случае, когда уровень Ферми Fε  совпадает с энергетическим уровнем Aε  

акцепторов. 

Концентрация двумерного электронного газа  описывается 

двумерным уравнением непрерывности 

( , )sn x y

,
1s

x y s sn sp
n div R R
t e

∂
= + − −

∂
j ,         (4.4) 

( )
, ,

0 0

, ( )

( ) ( ) .

,s s x y s x y s sn s T s

sp s s s

e eD n R C n z

R B n p z n p z

nμ δ α

δ δ

= + ∇ = − = +

= = − =

j E
 

Здесь sj  – плотность тока двумерных электронов вдоль плоскости 

потенциальной ямы, snR  и spR  – темпы электронных переходов между 

потенциальной ямой и объемом в зону проводимости и в валентную зону, sμ  

и sD  – подвижность и коэффициент диффузии электронов в потенциальной 

яме, sC  – коэффициент захвата объемных электронов в яму, Tα  – 

коэффициент тепловой генерации двумерных электронов в объем, sB  – 

коэффициент межзонной рекомбинации двумерных электронов, 0sn  и 0p  – 

равновесные концентрации двумерных электронов в яме и дырок в объёме. 

Данная система уравнений должна быть дополнена уравнением 

кинетики для концентрации электронов  на поверхностных состояниях на 

границе  активного слоя и слоя сверхрешеточного буфера 

tn

z d=

,t
tn tp

n R R
t

∂
= − −

∂
           (4.5) 

( )
( )

1

1

( )

( )
tn tn t t tn t t

tp tp t tp t t t

,

.

R C n z d N n C n n

R C p z d n C p N n

= − = − +

= = − −
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Здесь tnR  и tpR  – темпы переходов электронов и дырок между уровнем 

поверхностных состояний и соответствующей зоной,  и  – 

коэффициенты захвата электронов и дырок на поверхностный уровень,  – 

концентрация поверхностных состояний,  – концентрации электронов 

в зоне проводимости и дырок в валентной зоне в случае, когда уровень 

Ферми 

tnC tpC

tN

1,tn p 1t

Fε  совпадает с энергетическим уровнем tε  поверхностных 

состояний. 

Электрическое поле во всей структуре описывается уравнением 

( ) 4div ϕ πρ∈∇ = − ,          (4.6) 

( )
1

0

2

0, , , ,
, , , ,

0, , , .
A

z z
e p n n z d z d

z d z d

δ δ
ρ δ

< ∈⎧ ⎧
⎪ ⎪= − − < < ∈= ∈ < <⎨ ⎨
⎪ ⎪> ∈⎩ ⎩

δ
<

>
 

Здесь ϕ  – потенциал электрического поля, ρ  – объёмная плотность зарядов, 

 – диэлектрическая проницаемость, зависящая от состава слоев структуры. ∈

Уравнения и условия связи (4.1)–(4.6) дополняются следующими 

начальными условиями 

0 0 0 00 0 0 0 0
, , , ,A A s s tt t t t t

n n p p n n n n n n
= = = = =
= = = = = 0,t

0

    (4.7) 

где  и  – равновесные концентрации свободных электронов, 

электронов на акцепторах и на поверхностных состояниях. 

0 , An n 0tn

Для формулировки граничных условий к уравнениям (4.1), (4.2) и (4.6) 

введем поверхности , 1Σ δΣ , dΣ , 2Σ , ограничивающие слои структуры 0z < , 

0 z δ< < , z dδ < < , . Общие участки z d> 0z = , z δ= , z d=  этих 

поверхностей обозначим соответственно через 1δΣ , dδΣ , . В данных 

обозначениях граничные условия для уравнений (4.1), (4.2) имеют вид 

2dΣ

( ) ( ), , ,
d d

n n pJ
Σ Σ
=j ν j ν ,pJ=

.
d

         (4.8) 

* *

2 2

0, , 0, ,
, , , ,
, , ,

d d

n sn d p sp

tn d tp d

P P
J R P J R P

R P R P
δ δ

⎧ ⎧∈Σ ∈Σ
⎪ ⎪= − ∈Σ = − ∈Σ⎨ ⎨
⎪ ⎪+ ∈Σ + ∈Σ⎩ ⎩
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Здесь ν  – внешняя нормаль к dΣ , ( )*
2\d d d dδΣ = Σ Σ Σ∪ ,  – точка 

соответствующей поверхности. 

( , , )P P x y z=

Граничные условия для уравнения Пуассона (4.6) имеют вид 

( ) ( )

( ) ( )
1

2

1

*

, 0, , 4 ,

, 4 , , 4
d d

,s t

e

en en
δ

δ

ϕ ϕ π σ

ϕ π ϕ
Σ Σ

Σ Σ

∈∇ = ∈∇ = +

∈∇ = − ∈∇ = +

ν ν

ν ν π
      (4.9) 

где  – поверхность структуры,  – концентрация электронов или дырок на 

поверхностных состояниях в зависимости от типа последних. 

Σ *
tn

Поскольку поставленная задача нелинейна и, вообще говоря, может 

иметь несколько решений, то для выбора решения, адекватного физической 

ситуации, необходимы дополнительные условия. В качестве таковых мы 

потребовали, чтобы начальное состояние системы было состоянием 

термодинамического равновесия. Поэтому первый вопрос, который 

возникает при решении данной задачи, заключается в расчете равновесных 

концентраций , , , 0n 0p 0AN 0sn ,  и поля. 0tn

 

4.3 Равновесное состояние 

Состояние термодинамического равновесия характеризуется тем, что 

все компоненты системы определяются одним общим химическим 

потенциалом (уровнем Ферми Fε ), не зависящим от координат. При этом газ 

свободных электронов и дырок в объеме можно считать невырожденным: 

0 0
0 0exp , exp .F c v F

c v
B B

e en N p N
k T k T

ε ϕ ε ε ε ϕ⎡ ⎤ ⎡+ − − −
= =⎢ ⎥ ⎢

⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦

  (4.10) 

Здесь  и  – эффективные плотности состояний в зоне проводимости и в 

валентной зоне, 

cN vN

0( )zϕ  – равновесный потенциал электрического поля, ( )c zε  и 

( )v zε  – края зоны проводимости и валентной зоны,  – температура,  – 

постоянная Больцмана. 

T Bk

Равновесная концентрация электронов на акцепторах определяется 

выражением 
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( ) ( )
0 1

0
0 1 0 1

n p
A A

n p

C n C p
n N

C n n C p p
+

=
+ + +

.      (4.11) 

Равновесная концентрация двумерных электронов и толщина слоя δ , в 

котором они сосредоточены, определяются приближенно [45] путем решения 

уравнения Шредингера в приближении треугольной ямы для потенциала, 

ограничивающего движение электронов по оси  (см. рис. 4.3). Решение этой 

задачи приводит к следующему результату: 

z

* 0
0 ln 1 exp F

s s
B

n n
k T

ε ε⎡ ⎤⎡ ⎤−
= +⎢ ⎥⎢

⎣ ⎦
⎥

⎣ ⎦
,       (4.12) 

0

Eδ

ϕδ Δ
= − .          (4.13) 

Здесь *
sn  – эффективная плотность двумерных состояний в квантовой яме, 

умноженная на , Bk T 0ε  – энергия основного состояния, Eδ  – z-компонента 

электрического поля в яме, 0ϕΔ  – разность потенциалов на границах z δ=  и 

 квантовой ямы. 0z =

 
Рисунок 4.3. Край зоны проводимости вблизи потенциальной ямы. 

 

Мы предполагаем, что уровень Ферми всей системы лежит между 

двумя уровнями энергии 0ε  и 1ε  (рис. 4.3), где 1ε  – следующее после 

основного состояние двумерных электронов в яме. Учитывая фермиевский 

вид функции распределения, количество двумерных электронов с энергией 
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1ε  на порядки меньше, чем в основном состоянии. Поэтому движением 

двумерных электронов в состоянии 1ε  мы пренебрегаем. Кроме того, нами не 

учитываются переходы электронов из основного состояния в следующее и 

обратно. Также предполагается, что выше уровня 1ε  начинается 

квазинепрерывный спектр состояний объемных электронов. 

Для того, чтобы указанные выше предположения имели место, 

необходимо, чтобы величина тепловых флуктуаций энергии двумерных 

электронов  была много меньше разницы энергий Bk T 1 0ε ε εΔ = − , например, 

0.1 0.3Bk T ε≤ ÷ Δ . Из работ [458, 459] следует, что для рассматриваемой 

гетероструктуры 0 55нмε ≈ , 1 105нмε ≈ , и, таким образом, диапазон 

допустимых температур достигает 174 К. Поскольку эта граница несколько 

условна, ниже рассматривались и более высокие температуры: 200 К и выше. 

Итак, в выбранном диапазоне температур (до 200 К) учитывается 

только динамика двумерных электронов, находящихся в основном 

состоянии. При решении электростатической задачи полный заряд 

двумерных электронов учитывается с помощью введения поверхностной 

плотности заряда sen−  в плоскости z δ= . 

Более точно положение уровней 0ε , 1ε  и минимума края зоны 

проводимости в яме sε  можно определить через потенциал 0 ( )zϕ δ=  из 

соотношений 

( ) ( )
0 0 10 1 0 0

2/3 2/3
10 1 0 0 0 1 1

( ) , ( ), ( )

, , ,
1 ,s s

s s s s

e z e z e z

A eE A eEδ δ

ε ϕ δ ε ε ϕ δ ε ϕ δ ε

ε ε ε ε ε

= − = − Δ = − = = − = − Δ

Δ = Δ − Δ Δ = Δ =
 (4.14) 

где 0 , 1A A  – положительные константы [45]. 

Величины Eδ  и 0ϕΔ  находятся из условий непрерывности z-

компоненты вектора электрической индукции и потенциала на поверхностях 

 и 0z = z δ= : 

1 0 1 0 0

1
0 0

( 0 0) 4 , ( 0) 4

( 0) ( ) .

0 ,z z s

s

E z E e E E z

z z
e

δ δ enπ σ δ
εϕ ϕ δ

∈ = − =∈ − ∈ =∈ = + +

Δ
= = = +

π
 (4.15) 
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Коэффициент диффузии двумерных электронов и их подвижность 

связаны соотношением, следующим из требования  в состоянии 

термодинамического равновесия. В рамках использованного приближения 

эта связь имеет вид 

0s =j

1

* *( ) 1 exp .s B s s
s s s

s s

k T n nD D n
e n n

μ
−

⎛ ⎞⎡ ⎤
= = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

     (4.16) 

Для равновесной концентрации электронов на поверхностных 

состояниях  справедлива формула (см., например, [37]) 0tn
1

0
0

( )1 exp .F
t t

B

e z dn N
k T

ε ϕ ε t

−
⎛ ⎞⎡ ⎤+ = −

= +⎜ ⎢
⎣ ⎦⎝ ⎠

⎟⎥       (4.17) 

Описание равновесного состояния системы замыкается уравнением 

(4.6) для потенциала 0ϕ  электрического поля. 

При анализе уравнений, описывающих равновесное состояние струк-

туры, нетрудно заметить параметрическую зависимость концентраций , 

, , 

0n

0p 0An 0sn ,  от функции 0tn 0 Feϕ ε+ . Поэтому для расчета равновесного 

состояния достаточно решить нелинейное уравнение Пуассона (4.6). 

 

4.4 Одномерная задача в условиях однородного освещения 

Исследование поставленной задачи целесообразно начать со случая 

однородного освещения идеальной структуры, когда все процессы протекают 

одинаково в плоскости ( , )x y . В этом случае все величины зависят только от 

координаты . z

 

4.4.1 Формулировка задачи 

В условиях однородного освещения сформулированная выше задача 

может быть записана следующим образом. Для электронов и дырок в слое 
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( ,d )δ  справедливы одномерные уравнения (4.1) и (4.2), в которых токовые 

слагаемые принимают вид 1 nzj
e z
∂

+
∂

 и 1 pzj
e z
∂

−
∂

, где 

, ,nz n n pz p p
n pj e n eD j e p eD

z z z z
ϕ ϕμ μ∂ ∂ ∂

= − + = − −
∂

∂ ∂ ∂ ∂
 

Уравнения (4.3) и (4.4) для концентраций электронов на акцепторах в объёме 

и на поверхностных состояниях не изменяются. В уравнении для 

концентрации электронов в яме (4.5) токовое слагаемое равно нулю. 

В условиях однородности структуры и освещения в плоскости ( , )x y  

электрическое поле имеет одну составляющую zE , которая равна нулю вне 

активного слоя . В приближении треугольной ямы поле в слое (0, )d (0, )δ  

является константой, равной Eδ . Из условий (4.15) следует, что 

( )2/31
1

0

4 ,eE Aδ .eEδ
π σ δ= =
∈

       (4.18) 

В слое ( , )dδ  потенциал электрического поля ϕ  удовлетворяет 

одномерному уравнению 

(
2

2 4 Ae p n n
z
ϕ π∂
= − − −

∂
).

t

        (4.19) 

Начальные условия для  совпадают с (4.7). Граничные 

условия для  и 

, , , ,A sn p n n n

,n p ϕ  имеют вид 

( )1
0

*

0

, ,, ,
, ,, ,

4 , ,

4 , .

spsn
nz pz

tptn

s

t

R zR z
j j

R z dR z d

e n z

ez n z d

δδ

π σ δ
ϕ

π

− =− = ⎧⎧
= =⎨ ⎨+ =+ =⎩ ⎩
⎧− − =⎪ ∈∂ ⎪= ⎨∂ ⎪ + =
⎪ ∈⎩

     (4.20) 

 

4.4.2 Численный алгоритм 

Для численного решения одномерной задачи был выбран метод 

конечных разностей на неравномерной пространственной сетке zω  и на 
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равномерной сетке по времени tω . С помощью интегро-интерполяционного 

метода для уравнений (4.1), (4.2) были построены две неявные схемы 2-го 

порядка аппроксимации по пространству и 1-го – по времени. Обе схемы 

используют экспоненциальную подгонку, подробно рассмотренную в гл. 1. 

Первая полунеявная линейная схема получается в том случае, когда в 

неявной схеме нелинейные коэффициенты задаются с предыдущего слоя. Эта 

схема условно устойчива (шаг по пространству , а шаг по времени 

должен удовлетворять условию 

0h >

0τ τ< ), однако обладает простотой 

реализации, так как решается прямым методом (а именно немонотонной 

прогонкой). 

Вторая полностью неявная нелинейная схема, абсолютно устойчива 

( 0,h 0τ> > ), но для ее решения требуется использовать итерационный 

процесс, например, метод простой итерации, который на каждой итерации 

также использует метод немонотонной прогонки. 

Линейная схема использовалась для получения стационарного 

решения, нелинейная – для расчета динамики неравновесных процессов. Обе 

построенные схемы передают основные свойства дифференциальной задачи 

(неотрицательность концентраций, выполнение закона сохранения заряда) 

благодаря аппроксимации плотностей тока (в безразмерных переменных): 

( ) ( ) [ ]
1

1, , exph hh h z z
nzh n pzh p h z zh

h h

p en e
j D j D e h E

e e

−

−= = − = .   (4.21) 

Здесь, как и в гл. 1, 2, индексом  обозначаются сеточные аналоги 

непрерывных функций, индексом 

h

z  – разностные производные назад по 

координате , черта над  означает усреднение по двум соседним узлам 

пространственной сетки. 

z he

Замыкается разностная задача сеточным аналогом уравнения (4.19) и 

соответствующими начальными и граничными условиями. Сеточное 

уравнение (4.19) решается методом прогонки (см. п. 2.2 гл. 2). 
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Анализ устойчивости и сходимости предложенных схем, который 

несложно провести с помощью слабого принципа максимума и оценок в 

энергетических нормах, позволяет утверждать, что предложенные разност-

ные схемы сходятся к решению дифференциальной задачи с точностью 

( )2
zO τ+=  в норме ( ) ( )2 zL C tω ω×  (см. п. 1.2 гл. 1). При этом следует 

выбирать шаг по времени из условия асимптотической устойчивости: 

min , 0, 0.z zC h h C constτ < > = >

h

      (4.22) 

Завершая обсуждение численного алгоритма, заметим, что 

использование аппроксимаций (4.21) позволило добиться выполнения 

слабого принципа максимума (неотрицательности ) при любых шагах 

пространственной сетки. Кроме того, данный подход позволил достаточно 

точно передать экспоненциальный характер изменений ,  по , что 

труднее достигается при использовании линеаризованных схем. 

,hn p

n p z

На основе разработанного численного метода была создана 

последовательная программа HET_1D. С ее помощью были получены 

результаты, излагающиеся в следующем пункте. 

 

4.4.3 Результаты численного анализа 

Приведем далее результаты моделирования, полученные в рамках 

одномерной модели. Численные расчеты процессов, происходящих в 

гетероструктуре под действием света, проводились для широкого диапазоне 

параметров: , 30 300T K= ÷ 10 12 2
1 10 10 смσ −= ÷ , 4 2

0 10 10 /I 2Вт см−= ÷ , 

0.3 2d мкм= ÷ , 4 12 10 смα −= ⋅ . 

Рассмотрим сначала стационарное состояние электронно-дырочной 

подсистемы в объеме, сформировавшееся при наличии света. На рис. 4.4 

показаны стационарные распределения концентраций электронов и дырок, а 

также профиль потенциала. Для сравнения также приведены равновесные 

распределения ,  и 0n 0p 0ϕ . Как видно из рисунка, при освещении 

происходит увеличение концентрации носителей заряда и уменьшается 
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электрическое поле. Если при отсутствии освещения встроенное 

электрическое поле существовало во всем слое, то при освещении оно 

концентрируется вблизи слоя двумерного электронного газа, а вблизи 

тыловой поверхности активного слоя возникает квазинейтральная 

электронно-дырочная плазма. 

 
Рисунок 4.4. Равновесные и квазиравновесные распределения 

концентраций электронов и дырок в объеме (а) и соотвествующие им 

профили потенциала (б), полученные при 200T K= , 12 2
1 10 смσ −= , 

1d мкм= , 2 2
0 10 /I Вт см−= . 

 

Особенностью стационарных пространственных распределений  и n p  

является то, что для установившихся со временем решений произведение  

практически не зависит от z. Это означает, что несмотря на освещение, 

установившееся распределение концентраций свободных носителей заряда 

остается квазиравновесным: 

np

( )( )
exp , exp pn vc F

c v
B B

e ze z
n N p N

k T k T
Fε ϕ εε ϕ ε − −⎛ ⎞− −⎛ ⎞

= − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  (4.23) 
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Здесь 
nFε , 

pFε  – не зависящие от координаты квазиуровни Ферми электронов 

и дырок. 

Полученный результат справедлив для широкого набора параметров и 

не изменяется при включении в рассмотрение процессов рекомбинации и 

захвата неравновесных носителей заряда на поверхностные состояния, хотя 

при этом изменяется распределение электрического потенциала в структуре. 

Это видно из рис. 4.5, где показаны три ситуации: при отсутствии 

поверхностных состояний и при наличии поверхностных состояний 

акцепторного и донорного типов. Во всех рассмотренных случаях 

произведение np не зависит от z. 

 
Рисунок 4.5. Квазиравновесные распределения концентраций электронов и 

дырок в объеме (а) и соответствующие им профили потенциала (б), 

полученные при отсутствии поверхностных состояний (сплошные кривые) 

и при наличии поверхностных состояний акцепторного (штриховые 

кривые) и донорного (пунктирные кривые) типов. Параметры: , 

, 

200T K=
12 2

1 10 смσ −= 1d мкм= , 2 2
0 10 /I Вт см−= . 

 

Исследование нестационарных решений показывает, что 

квазиравновесные распределения n и p реализуются только при достаточном 
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приближении к стационарному состоянию. В нестационарных условиях 

произведение  существенно зависит от пространственной 

координаты. На рис. 4.6 показаны профили произведения np в различные 

моменты времени. Как видно из рисунка, квазиравновесие при данных 

параметрах устанавливается за 

( , ) ( , )n z t p z t

6 7÷  времен объемной межзонной 

рекомбинации. В общем случае время установления квазиравновесия сильно 

зависит от интенсивности света и толщины активного слоя. 

 
Рисунок 4.6. Распределения  в объеме в различные моменты времени 

 (кривые 1-8) и равновесный профиль  

(штриховая линия). Параметры: 

np

1,2,3,4,5,6,7,t = ∞ 0 0n p

200T K= , , 12 2
1 10 смσ −= 1d мкм= , 

3 2
0 10 /I Вт см−= . 

 

Расчеты концентрации двумерных электронов показывают, что при 

воздействии света с интенсивностью 4 110 10 / 2Вт см− −÷ , актуальной для 

диагностики структур, изменения концентрации sn  не превышают 

нескольких процентов от равновесного значения. 

Таким образом, один из основных выводов одномерного численного 

анализа состоит в том, что установившееся пространственное распределение 

концентраций n и p (4.23) близко по форме к равновесному. Поскольку при 

освещении концентрация двумерных электронов изменяется слабо, это 

открывает возможность приближенного описания эффекта латерального 
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переноса в рамках одномерной модели по продольной координате. 

Последнее позволяет установить основные характеристики латерального 

переноса, а именно, его длину и характерное время (см. ниже). 

 

4.5 Латеральный перенос в случае неоднородного освещения 

В случае неоднородного освещения структуры рассматриваемая 

математическая модель становится как минимум двумерной. Рассмотрим ее 

для случая переменных ( , )x z , где первая координата x  изменяется вдоль 

слоя двумерного электронного газа на большое расстояние. Будем считать, 

что точка 0x =  соответствует середине светового луча, воздействующего на 

структуру (см. рис. 4.1). Размер области по координате x  существенно 

превышает радиус луча: xL a� . При этом интенсивность излучения 0I  имела 

следующее распределение по x : 

0

2
0

0

, 0 ,

( )
exp , .x

I x a

I x x aI a x L
a

≤ ≤⎧
⎪

⎡ ⎤= −⎨ ⎛ ⎞− <⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎩
≤

.     (4.24) 

Будем считать, что в начальный момент времени структура находилась 

в темноте, и все распределения искомых функций совпадали с равновесными 

значениями и не зависели от координаты x . 

 

4.5.1 Численный алгоритм в двумерном случае 

Для численного решения двумерной задачи использовался тот же 

подход, который рассмотрен в п. 4.4. Однако теперь он рассматривался на 

произведении пространственных сеток x zω ω× , причем обе они были 

неравномерные: разбегающиеся в сторону увеличения координат x и z. Для 

уравнений (4.1), (4.2) теперь были построены локально-одномерные неявные 

по времени схемы экспоненциальной подгонки (линеная и нелинейная), 

имеющие порядок аппроксимации ( )2O τ+= , где 2 2 2
x z= += = = . Уравнение 
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Пуассона (4.6) было аппроксимировано с помощью обычной схемы «крест» 

также второго порядка аппроксимации по пространству. 

Реализация линейной ЛОС на каждом шаге по времени проводилась с 

помощью комбинации немонотонных прогонок по координатам x  и  (см. п. 

2.2 гл. 2). Для увеличения устойчивости и повышения точности расчетов по 

времени, порядок прогонок чередовался. Реализация полностью неявной 

ЛОС проводилась с помощью метода простой итерации, а на каждой 

итерации также с помощью немонотонных прогонок. Решение сеточного 

уранения Пуассона (4.6) проводилось с помощью итерационного метода 

переменных направлений [200, 283]. Шаг метода реализовался с помощью 

комбинации обычных прогонок по координатам 

z

x  и . z

Анализ устойчивости и сходимости построенных ЛОС позволяет 

утверждать, что обе схемы сходятся к решению дифференциальной задачи с 

точностью ( )2O τ+=  в норме ( ) ( )2 x zL C tω ω ω× × . При этом следует выбирать 

шаг по времени так же из условия асимптотической устойчивости: 

( )min , , 0, 0, 0.x z x zC h h h h C constτ < > > = >    (4.25) 

Программная реализация предложенного численного алгоритма 

HET_2D была выполнена на языке Fortran 77 и включала в себя как 

последовательный, так и параллельный алгоритмы. Для реализации обменов 

использовался интерфейс MPI. Алгоритм распараллеливания базировался на 

разбиении расчетной области по обеим координатам на одинаковые по 

мощности прямоугольные подобласти. Использовавшаяся топология обменов 

– процессорная решетка. Для параллельной реализации ЛОС и метода 

переменных направлений фактически использовалась комбинация 

параллельных прогонок, подробно рассмотренная в гл. 2. 

 

4.5.2 Результаты моделирования 

Моделирование процессов фотовозбуждения слоя с 2DЭГ в случае 

неоднородного освещения проводилось двумя способами. Первый из них 
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имел в своей основе полуаналитический подход, представленный в [А4]. 

Использование этого подхода было вызвано необходимостью понимания 

физики процесса и оценке возможностей оптической диагностики. 

Второй подход состоял в прямом численном моделировании процессов 

фотовозбуждения на основе двумерной задачи. Его использование позволило 

рассчитывать характеристики фотоиндуцированного электронного транс-

порта в более широком диапазоне физических параметров с необходимой 

точностью. 

 

4.5.2.1 Полуаналитический подход и его результаты 

Если считать, что проводимость 2DЭГ велика, так что при освещении 

структуры слой 2D электронов остаётся эквипотенциальным, и учесть, что 

толщина d буферного слоя мала по сравнению с характерными длинами 

латерального переноса, то для анализа процессов фотовозбуждения 

достаточно проследить только за переносом дырок. Можно считать, что 

электроны переносятся вдоль слоя 2DЭГ и локально компенсируют 

неравновесный дырочный заряд. Возмущение плотности 2DЭГ snΔ  можно 

считать малым, даже если возмущение дырочной концентрации велико. 

Действительно, концентрация неравновесных дырок следует считать 

большой, если она сравнима с концентрацией примесей в буферном слое. 

Обычно это акцепторы с концентрацией . Если 14 15 310 10AN см−÷∼ Ap NΔ ∼  

вблизи тыловой поверхности буферного слоя, где концентрация дырок 

наибольшая, то полное количество неравновесных дырок на единицу 

площади буферного слоя s A Dp N lΔ ∼ , где Dl  – длина, на которой сосредото-

чены дырки у тыловой границы слоя, то есть длина экранирования в 

двумерной системе, которую можно оценить следующим образом [460, 461]: 
2

0 0
0 2

0 0

* 4, * ,
2 * /D

v

a al a a
g m m m e

π ∈
= = =

= ,  
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где  – коэффициент долинного вырождения (  = 1),  – эффективный 

радиус Бора,  – диэлектрическая проницаемость,  – эффективная масса, 

 – масса свободного электрона. Для структуры AlGaAs/GaAs 

, и длина экранирования . Поэтому 

. В силу условия электронейтральности 

vg vg *a

0∈ *m

0m

0* / 0.067m m ≈ 100Dl нм≈

9 1010 10sp см−Δ ÷∼ 2
s snΔ = Δp , то есть 

snΔ  значительно меньше, чем типичная плотность 2DЭГ, которая имеет 

порядок 12 210 см− . 

Будем также считать, что интенсивность света не слишком велика, так 

что  и возмущение плотности 2DЭГ пренебрежимо мало. При этом 

фотоиндуцированное напряжение может значительно превосходить 

Ap NΔ <

Bk T
e

. 

Дальнейшее упрощение задачи связано с наличием в ней трех 

характерных масштабов. А именно, толщина d буферного слоя составляет 

0.5 1мкм÷ . Эта величина значительно больше толщины слоя 2DЭГ δ  

(которая составляет ~ 30 нм), но значительно меньше интересующей нас 

длины латерального переноса  (они могут достигать нескольких 

сантиметров). Поскольку поглощение света и разделение неравновесных 

электронов и дырок встроенным полем гетероперехода происходит во всей 

толщине d, при рассмотрении переноса носителей поперёк буферного слоя 

мы пренебрежём толщиной слоя 2DЭГ и будем рассматривать его как 

эквипотенциальную поверхность, на которой происходит поверхностная 

рекомбинация: дырки рекомбинируют с 2D электронами непосредственно и 

через поверхностные состояния. Тот факт, что мы пренебрегаем толщиной 

слоя 2DЭГ, одновременно означает, что и длина туннелирования электронов 

и дырок под барьер гетероперехода мала по сравнению с d. Это позволяет 

при описании переноса носителей пользоваться локальными 

концентрациями, хотя при этом коэффициент межзонной рекомбинации 

может зависеть от электрического поля вследствие эффектов 

туннелирования. Однако при рассматриваемой в этой работе величине 

l
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модуляции электрического поля этот эффект несуществен. Тем не менее для 

общности мы будем различать коэффициент межзонной рекомбинации B в 

объёме буферного слоя, где поле невелико, и коэффициент межзонной 

рекомбинации sB  дырок с 2D электронами. 

Тот факт, что толщина буферного слоя мала по сравнению с 

характерными длинами латерального переноса, позволяет разделить 

"быстрое" движение носителей заряда поперёк слоя и "медленное" движение 

вдоль слоя, причём при описании переноса носителей поперёк слоя можно 

воспользоваться стандартным приближением квазиравновесия (т.е. считать 

квазиуровни Ферми электронов и дырок не зависящими от поперечной 

координаты). Расчёты показывают, что это приближение выполняется 

хорошо (поскольку сквозной ток через слой отсутствует), но только при 

достаточно высоких температурах. При низких температурах условие 

квазиравновесия нарушается. Таким образом, наше рассмотрение будет 

ограничено температурами 100 200K÷ , при которых еще справедливы 

условия квантования, и низкими интенсивностями света. 

Теперь можно сформулировать полуаналитическую модель 

латерального переноса. В отличие от пункта 4.4 рассмотрим также 

одномерную геометрию переноса носителей в плоскости структуры, но по 

направлению x, что соответствует лучу света в виде полосы, 

перпендикулярной этому направлению. 

В стационарном режиме перенос дырок в буферном слое описывается 

уравнением 

( ) ( 21 ,px pz
i

j j
G x z B np n

e x z
∂ ∂⎛ ⎞

+ = − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
),      (4.26) 

где положено, что преобладающим механизмом рекомбинации являются 

межзонные переходы, Плотность дырочного тока pj  представляет собой 

сумму дрейфового и диффузионного токов. На границах буферного слоя pzj  

определяется поверхностной рекомбинацией. На границе с 2DЭГ имеем: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0
1 , , , ,pz s sj x B n p x p x S p x p x
e

, ,δ δ δ δ= − − − −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ δ ⎤⎦  (4.27) 

где  – скорость рекомбинации через поверхностные состояния. На 

противоположной границе буферного слоя ( z

1S

d= ) дырочный ток 

определяется рекомбинацией через поверхностные состояния (для простоты 

моноэнергетические): 

( ) ( ) ( ) 1
1 , ,pz tp t t t t ,j x d C n p x d N n p
e

⎡= − −⎣ ⎤⎦      (4.28) 

где 1 exp t
t v

B

p N
k T
ε⎛ ⎞

≈ −⎜
⎝ ⎠

⎟  – шокли-ридовский фактор тепловой активации 

дырок в валентную зону. Полагая для простоты, что в неравновесных 

условиях поверхностные состояния почти полностью заселены дырками, 

уравнение (4.28) преобразуем к виду 

( )
2

2
1 , ,i

pz
T

np nj x d S
e p

−
=

+ p

tp

 

где  – скорость поверхностной рекомбинации, 2 tn tS C N= 1 1 /T t t tnp p n C C= + , 

 – шокли-ридовский фактор для электронов. 1tn

Уравнение (4.26) можно упростить, если учесть, что искомые величины 

(концентрации носителей и поле) изменяются поперёк слоя значительно 

быстрее, чем вдоль него. В этом случае можно считать, что поперёк 

буферного слоя устанавливается квазиравновесное состояние, т.е. 

квазиуровни Ферми дырок и электронов не зависят от z. Тогда концентрация 

дырок выражается через потенциал ( , )x zϕ  в буферном слое, отсчитанный от 

плоскости z δ=  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , exp , , / Bp x z p x d e x d x z k Tϕ ϕ⎡= −⎣ .⎤⎦    (4.29) 

С учётом того, что практически во всём буферном слое электронный газ не 

вырожден, для электронной концентрации имеем аналогичное выражение 

( ) ( ) ( ) ( ), , exp , / Bn x z n x e x z k Tδ ϕ= ⎡⎣ ,⎤⎦      (4.30) 
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с тем отличием, что концентрация ( ),n x δ  велика и от x практически не 

зависит. Можно положить, что ( ), cn x Nδ ≈ , где  – эффективная плотность 

состояний в зоне проводимости. При таком подходе к описанию 

cN

( ),n x z  мы 

пренебрегаем фотоиндуцированной разностью потенциалов на слое 2DЭГ, 

что вполне оправдано, коль скоро наше рассмотрение ограничено 

невысокими интенсивностями света. 

Одномерное уравнение переноса дырок вдоль слоя 2DЭГ можно 

получить, проинтегрировав уравнение (4.26) по  от z z δ=  до  с учётом 

(4.29), (4.30). Таким образом, для усреднённых по толщине слоя величин 

имеем 

z d=

( ) ( ) ( )2 , ,
( ) .

( )

d
pz pz

p x p i

j x d j xd dp BE p D G x np n dz
dx dx d e dδ

δ
μ

δ δ
−⎛ ⎞− = − − −⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ∫  

Ввиду малости δ  по сравнению с другими размерами в дальнейшем будем 

считать d dδ− ≈ . 

Усреднённая по слою концентрация ( )p x  выражается через 

концентрацию дырок у тыловой поверхности буферного слоя: 

( ) ( , )p x p x dβ= , 

где β  – величина, зависящая от распределения потенциала по координате z 

вблизи тыловой поверхности буферного слоя. 

Для простоты будем считать, что пространственный заряд 

гетероперехода распространяется на весь буферный слой, толщина которого 

значительно превосходит дебаевскую длину ( )2
0 / 4D Bl k T e Nπ= ∈ A . Тогда 

вблизи тыловой границы плотность пространственного заряда 

приблизительно равна , и решение уравнения Пуассона вместе с 

уравнением (4.29) дают 

AeN−

/Dl dβ ≈ . Величину xE p  можно заменить на xE p , 

понимая под xE  поле вблизи тыловой поверхности буферного слоя, где p  

наиболее велико. Поле xE  найдём как dV
dx

− , воспользовавшись для 
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нахождения ( )  формулой плоского конденсатора, одной обкладкой 

которого служит 2DЭГ, а другой – слой толщиной 

V x

Dl∼  у тыловой 

поверхности, в котором сосредоточен фотоиндуцированный положительный 

заряд. Учитывая заряд как свободных носителей, так и локализованных на 

поверхностных состояниях, получаем 

( ) ( )
( )0

,4( ) , .
,t

T

p x dedV x p x d N
p x d p

π β
⎡ ⎤

≈ +⎢∈ +⎣ ⎦
⎥

)

     (4.31) 

Потенциал ( ,x dϕ , входящий в уравнение (4.29) равен , где  – 

высота барьера без освещения (см. рис. 4.2б). 

0 ( )V V x− 0V

В результате проведенных рассуждений получаем следующее 

уравнение для ( , )p x d  в безразмерной форме 

21 1 ( )
( )

1 exp 1 ,

d Ng dpp G
d p g d

Np p
p g p g

ξ
ξ ξ

σ

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
+ + = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎣ ⎦⎝

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

� ��
�

� �
� �

+
⎠      (4.32) 

где 

( )

( )
( ) ( )

2

2

2

1

0 0

1

( , ) , * , ,
* *

, , ,
* *

exp / ( ), 1 .
*

A D t

T c
p

c s s

B d

c s s

p x d N l Np p p N
p d dp

p x S Ng l D ,
p l p BN d

d eV k T IG e
BN d B n S h p

α

ξ
β β

ξ β τ σ

ξτ
ν

−

= = = =

= = = =
+ +

= = −
+ +

� �

�

B n S
 

Уравнение (4.32) приведено в упрощённом виде для случая, когда 

концентрация ( , )p x d  значительно превосходит равновесную концентрацию 

дырок  на тыловой границе буферного слоя. 0tp

Уравнение (4.32) решалось численно с помощью нелинейной 

однородной консервативной конечно-разностной схемы на неравномерной 

сетке. Для ее реализации использовался метод простой итерации. 
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Распределение концентрации неравновесных дырок вдоль плоскости 

гетероструктруры, полученное в результате решения уравнения (4.32) 

применительно к GaAs для температуры 200 К, приведено на рис. 4.7. Здесь 

же для сравнения показано распределение интенсивности света, 

использованное в расчёте, и приведено распределение ( )p x  в случае, если бы 

не был учтён дрейф дырок в фотоиндуцированном поле. Как видно, перенос 

носителей в плоскости двумерного слоя связан как с дрейфом, так и с 

диффузией дырок. 

 
Рисунок 4.7. Распределение концентрации неравновесных носителей в 

плоскости гетероструктуры (полный эффект латерального переноса и 

перенос за счёт диффузии). Пунктир – распределение интенсивности света. 

Параметры: 1 2
0 10 /I Вт см−= , 200T K= , 1 2 10 /S S см с= = , 9 210tN см−= , 

0 0.225V В= . 

 

Вклад дрейфового механизма по сравнению с диффузионным 

определяется величиной ( ) 21p Ng p g −⎡ ⎤+ +⎣ ⎦� � , которая зависит как от 

концентрации неравновесных носителей, так и от плотности поверхностных 

состояний и их энергетического положения. Как видно, при увеличении p�  

эта величина может достигать больших значений. 
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В пределе малых концентраций p, то есть при малой интенсивности 

света или вдали от светового луча дрейфовый перенос становится 

несущественным и в пределе x →∞  имеет место асимптотика: 

exp 1 /xp g
l

σ⎡− +⎢⎣ ⎦
∼ ⎤

⎥ . Таким образом, характерная длина переноса 

фотовозбужденных носителей заряда составляет ( ) 1/21 /l gσ −+∼ . Если p�  не 

мало (на рис. 4.6 при приближении к световому лучу), то зависимость p от x 

определяется как изменением высоты барьера [ ]0 ( )e V V x− , от которого 

зависит эффективное время жизни, так и возрастанием роли дрейфа. 

При понижении температуры эффект переноса носителей в плоскости 

гетероструктуры сильно увеличивается вследствие уменьшения вероятности 

рекомбинации электронов и дырок, разделённых барьером. Распределение 

( , )p x d  и фотоиндуцированного напряжения при разных температурах 

показано на рис. 4.8 для случая, когда уровень поверхностных состояний на 

0.5 эВ выше валентной зоны. Время жизни фотоиндуцированных носителей 

при этом составляет 4.8, 1.07 и 0.44 мсек для T = 200, 250 и 300 K, 

соответственно. 
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Рисунок 4.8. Распределение концентрации неравновесных дырок (а) и 

фотоиндуцированного напряжения (б) при температурах T=200, 250, 300 K, 
1 2

0 10 /I Вт см−= , , 1 2 10 /S S см с= = 910tN см 2−= . Пунктир – распределение 

интенсивности света. 

 

Влияние концентрации поверхностных состояний и их энергетического 

положения на латеральный перенос носителей определяется как 

накапливающимся на них зарядом, который уменьшает высоту 

рекомбинационного барьера и увеличивает тангенциальное поле, так и 

непосредственно рекомбинацией через поверхностные состояния. В 

результате увеличение , tN tε  и скорости поверхностной рекомбинации  

приводит к уменьшению длины переноса (рис. 4.9, 4.10). Скорость 

поверхностной рекомбинации  на гетерогранице с 2DЭГ значительно 

слабее влияет на эффект из-за того, что на этой границе достаточно сильна 

рекомбинация дырок с 2DЭГ. 

2S

1S

Во всех численных расчётах 14 35 10AN см−= ⋅ , 0.8d мкм= , 4 110 смα −= , 

( )3/210 32 10 300 / /sB B T см c−= = ⋅ , 12 210sn см−= , подвижность носителей и 

эффективная плотность состояний вычислялись согласно [45]. 

 
Рисунок 4.9. Распределение концентрации неравновесных дырок при 

разных коцентрациях поверхностых состояний и скоростях поверхностной 

рекомбинации на тыловой поверхности буферного слоя. Кривая 1 получена 

при отсутствии поверхностных состояний; кривые 2 и 3 получены при 
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9 210tN см−= ,  и 1 2 10 /S S см с= = 10 210tN см−= , , 

соответственно. , 

1 2 100 /S S см с= =

200T K= 0.5t Эвε = , 1 2
0 10 /I Вт см−= . 

 

Распределение интенсивности света на всех графиках показано 

пунктиром. Высота барьера  в равновесном состоянии вычислялась с 

учётом заряда как свободных электронов, так и ионизованных акцепторов 

(при ), считая, что область пространственного заряда занимает весь 

буферный слой ( d l ,  – контактная разность потенциалов 

между сильно легированным широкозонным полупроводником и объёмом 

буферного полупроводника, если бы слой последнего был протяжённым): 

0eV

Ap N�

( )1/22 /D c BeV k T< cV

( ) ( )
2

0 1 / 2 ln /
2 D c

B

eV d l N N
k T

≈ − + A . 

Как видно, высота рекомбинационного барьера зависит от толщины и 

легирования буферного слоя. Увеличение , например, при увеличении d, 

приводит к сильному возрастанию длины латерального переноса. 

0V

 
Рисунок 4.10. Распределение концентрации неравновесных дырок при 

разных энергиях tε  поверхностных состояний над дном валентной зоны. 

Энергия в мэВ указана около соответствующих кривых. 9 210tN см−= , 

, , 1 2 10 /S S см с= = 200T K= 1 2
0 10 /I Вт см−= . 
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В рамках полуаналитической модели длина латерального переноса 

экспоненциально зависит от величины , характеризующей 

разделение фотоиндуцированных электронов и дырок. Однако более 

детальный анализ показывает, что этот вывод справедлив только в том 

случае, если  не превышает некоторую величину, зависящую от 

интенсивности света. Дело в том, что увеличение , например, 

вследствие уменьшения температуры, при фиксированной интенсивности 

света приводит к нарушению квазиравновесия в распределении 

концентрации носителей поперёк буферного слоя, которое позволило 

получить уравнение (4.32), не содержащее потенциал 

0 / BeV k T

0 / BeV k T

0 / BeV k T

( , )x zϕ . Для того чтобы 

показать это, достаточно рассмотреть распределения концентрации 

носителей поперёк буферного слоя при однородном освещении. 

Как показано в [А4] на основе качественных оценок, при увеличении 

 отклонение от квазиравновесия растёт экспоненциально, причём 

результатом нарушения квазиравновесия является значительно более 

медленное уменьшение концентрации n с ростом z. Количественно это 

показано на рис. 4.11, где представлены результаты численного расчёта ( )  

и ( )

0 / BeV k T

n z

p z , полученные без использования предположения о квазиравновесии 

для таких условий, когда квазиравновесие нарушается. 

Таким образом, рассмотренная полуаналитическая модель латераль-

ного переноса справедлива при достаточно высоких температурах и низких 

интенсивностях света, когда 1n
n
Δ � . Причём, чем меньше интенсивность 

света, тем при более низких температурах нарушается квазиравновесие [А3]. 

Сделанный вывод обобщается с учётом поверхностной рекомбинации. При 

этом получаются более громоздкие формулы, но качественные результаты 

сохраняются. 

Теперь рассмотрим кратко, как нарушение квазиравновесия влияет на 

латеральный перенос. Как видно из рис. 4.11, вследствие нарушения 
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квазиравновесия концентрация электронов сильно увеличивается вблизи 

тыловой поверхности буферного слоя по сравнению с квазиравновесным 

распределением. Аналогично концентрация дырок возрастает вблизи 

фронтальной поверхности буфера. В результате сильно увеличивается темп 

рекомбинации вблизи обоих границ буферного слоя, что приводит к 

ограничению латерального переноса. 

 
Рисунок 4.11. Распределение концентрации электронов n и дырок p 

поперёк буферного слоя при однородном освещении, полученное путём 

прямого численного решения одномерной задачи. 3 2
0 10 /I Вт см−= , 

15 310AN см−= , . Пунктир – распределение равновесных 

концентраций  и 

200T = K

0n 0p . 

 

Рассмотренный полуаналитический подход, опирающийся на 

результаты одномерного моделирования в случае однородного освещения, 

позволил описать механизм латерального переноса фотоиндуцированных 

носителей заряда в гетероструктурах с 2DЭГ. В результате была разработана 

модель этого эффекта, справедливая при достаточно высоких темпетарурах и 

низких интенсивностях света, которые близки к условиям, при которых 

латеральный перенос наблюдается экспериментально. При более низких 

температурах эффект латерального переноса усиливается, но для того, чтобы 
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описать его количественно при приемлемых для эксперимента интенсив-

ностях света, требуется расчёт на основе двумерной нелинейной модели. 

По своей природе эффект латерального переноса близок к явлению 

замороженной фотопроводимости [459], особенно к экспериментам С.М. 

Рывкина и Д.В. Тархина [462]. Латеральный перенос неравновесных 

носителей заряда в приповерхностных слоях полупроводников известен с 70-

х годов [463]. В частности, в работе [464] он исследовался в связи с 

выяснением предельно достижимого пространственного контраста 

фотоиндуцированного травления полупроводников. В [465] эффект 

латерального переноса привлекался для объяснения особенностей спектров 

фотопроводимости гетеропереходов Si/GaAs. 

Экспериментально эффект латерального переноса в селективно 

легированных гетероструктурах может быть исследован путём измерений 

отклика фотоотражения (как в работах [456, 466]) с пространственным 

разделением возбуждающего и зондирующего лучей или по фотолюминес-

ценции, также измеряемой локально со сдвигом относительно возбужда-

ющего луча [466]. При этом отклик фотоотражения определяется в основном 

электрическим полем в буферном слое, то есть неравновесным зарядом как 

свободных носителей, так и локализованных на поверхностных состояниях, а 

фотолюминесценция позволяет проследить за неравновесной концентрацией 

свободных носителей заряда. На рис. 4.12 показаны результаты соответ-

ствующих измерений. Как видно из рисунка они подтверждают основные 

выводы теории и результаты моделирования. 

 217



 
Рисунок 4.12. Распределения отклика фотолюминисценции и 

фотоотражения вдоль слоя 2DЭГ, полученные в экспериментах в работе 

[465] при . 300T K=

 

4.5.2.2 Результаты двумерного моделирования 

К рассмотренным выше одномерным результатам добавим полученные 

при двумерном моделировании. Основное внимание при этом уделялось 

изучению зависимости длины латерального переноса от различных 

параметров. 

В результате двумерных расчетов было подтверждено, что длина 

латерального переноса  зависит от двух факторов, которые определяют 

эффективное время жизни фотоиндуцированных носителей заряда. Во-

первых, это концентрация двумерных электронов 

l

sn . Во-вторых, это высота 

барьера . С уменьшением концентрации 0eV sn  длина латерального переноса  

также уменьшается. С ростом высоты барьера  длина  увеличивается. В 

совокупности действие обоих факторов не так однозначно. 

l

0eV l

Кроме того, падающий на структуру луч света индуцирует вихревой 

электрический ток, линии которого замкнуты в буферном слое. Его природу 

можно объяснить следующим образом. В освещенной области образца 

генерируются электроны и дырки, которые двигаются в противоположных 
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направлениях и дают начало электрическому току, направленному вдоль оси 

z. Из-за латерального переноса и диффузии фотоэлектроны вблизи слоя 

2DЭГ и фото-дырки вблизи тыловой поверхности начинают двигаться вдоль 

структуры в сторону от светового луча. Это движение сохраняется далеко на 

периферии структуры. Однако там форма потенциала электрического поля 

близка к равновесному распределению, которое заставляет избыточные 

электроны и дырки рекомбинировать. Эта рекомбинация не успевает однако 

охватить все избыточные носители заряда, поэтому некоторая их часть 

разворачивается опять поперёк структуры и движется в сторону слоя 2DЭГ. 

В результате поток частиц замыкается. Величина тока может быть оценена 

как /j eP hν= , где  – мощность светового пучка. P

Примеры двумерных расчетов представлены на рисунках 4.13 и 4.14. 

На первом из них изображено стационарное распределение концентрации 

дырок в случае достаточно широкого светового пучка и протяженного слоя 

2DЭГ. Как видно из рисунка, распределение концентрации дырок имеет 

большую протяженность по продольной координате, то есть латеральный 

перенос налицо. 

 
Рисунок 4.13. Стационарное двумерное распределение концентрации 

дырок. Поперечный размер структуры 0.35d мкм= , продольный размер 

 219



0.5xL см= , радиус светового пучка 10a мкм= , , , 11 29 10sn см−= ⋅ 300T K=

2
0 10 /I 2Вт см−= . Поверхностная рекомбинация не учитывалась. 

 

 

Рисунок 4.14. Линии фотоиндуцированного тока для  (а) и 

 (б). Поперечный размер структуры 

11 29 10sn см−= ⋅

11 25 10sn см−= ⋅ 0.35d мкм= , 

продольный размер 10xL мкм= , радиус светового пучка 1a мкм= , 

, 300T K= 2 2
0 10 /I Вт см−= . 

На рис. 4.14 показаны линии суммарного тока электронов и дырок в 

двух случаях, когда концентрация двумерных электронов высока (а) и когда 

она умеренна (б). Из рисунка видно, что чем больше концентрация 

двумерных электронов, тем уже эффективный слой латерального транспорта 

и тем больше его длина. При малых концентрациях двумерных электронов 

кольцевой ток электронов и дырок распространяется глубже по z, но при 

этом блокирует боковой транспорт. 

В заключение данной главы сделаем некоторые выводы. В данной 

части работы была рассмотрена проблема моделирования латерального 

переноса фотоиндуцированных носителей заряда в слое двумерного 

электронного газа селективно легированных наноструктур типа 

AlGaAs/GaAs. Возникающая здесь математическая задача была 

сформулирована в рамках диффузионно-дрейфового приближения и 

рассмотрена в трех различных пространственных постановках. Для каждой 
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постановки были разработаны эффективные численные алгоритмы и 

соответствующие программные реализации. С помощью разработанных 

численных методов и программ было проведено детальное исследование 

процесса латерального переноса. 

В результате проведенных исследований показано, что неравновесные 

носители заряда, возникающие при локальном оптическом воздействии на 

гетероструктуру с двумерным электронным газом, переносятся в плоскости 

структуры на чрезвычайно большое расстояние от места возбуждения, 

которое значительно превосходит длину диффузии в объёме. Эффект 

обусловлен тем, что генерированные светом электроны и дырки разделяются 

встроенным электрическим полем гетероперехода к противоположным краям 

буферного слоя, где они переносятся по параллельным плоскостям. 

Расстояние, на которое распространяется неравновесная концентрация 

носителей, достигает больших значений благодаря (1) высокой проводимости 

2D электронов, (2) барьеру для рекомбинации электронов и дырок и (3) 

дрейфу дырок в электрическом поле, создаваемом зарядом неравновесных 

носителей в плоскости структуры. Результаты теоретических исследований и 

численного моделирования согласуются с известными экспериментальными 

данными. Парактическое применение эффекта латерального переноса 

состоит в бесконтактной диагностике гетероструктур на этапе их роста. 

Указанные выше результаты опубликованы в работах [А3-А7]. 
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ГЛАВА 5 

Моделирование электронного транспорта в квантовых каналах 

гетероструктур 

 

В данной главе рассматриваются проблемы моделирования нелинейно-

го электронного транспорта в квантовых каналах наноструктур на основе 

AlGaAs. В отличие от приложений, рассмотренных в предыдущих главах, 

здесь речь идет о субмикронных и нанометровых размерах всей структуры. 

Такие структуры принято называть мезоскопическими [141]. Математиче-

ские модели электронных процессов в мезоскопических структурах форму-

лируются обычно на основе комбинации классического и квантового описа-

ний. Причиной тому служит существенное влияние квантовых эффектов на 

характеристики электронного транспорта, а также существенные трудности в 

реализации полного квантового подхода. 

В настоящей работе развита и исследована новая математическая мо-

дель квазистационарного одномерного электронного транспорта в квантовом 

канале гетероструктуры AlGaAs/GaAs, образованном в слое двумерного 

электронного газа. Для упрощения анализа транспортной задачи предполага-

ется, что канал имеет цилиндрически симметричную форму (то есть является 

квантовой проволокой) с радиусом порядка 5 нм и длиной от 5 до 250 нм. 

Математическое описание электронного транспорта формулируется в терми-

нах одночастичных волновых функций для электронов в канале. Состояния 

электронов в канале описываются плоскими волнами, распространяющимися 

вдоль канала в прямом и обратном направлениях. Предполагается что они 

образуют непрерывный спектр и подчиняются статистике Ферми для вырож-

денного электронного газа. В этих предположениях применяется квазиста-

ционарная квантовая модель самосогласованного поля в приближении Хар-

три-Фока, которая приводит к существенным нелинейным эффектам. 

Для выбранной математической модели в диссертации разработаны 

оригинальные численные методы и параллельная программа NANO_2D. С ее 
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помощью проведено детальное численное моделирование процессов элек-

тронного транспорта. В численных экспериментах обнаружен ряд новых фи-

зических эффектов, которые могут иметь также и прикладной интерес. 

 

5.1 Введение в проблему 

Моделирование нелинейного электронного транспорта в квантовых 

структурах является весьма актуальным направлением исследований в со-

временной наноэлектронике [467-469]. В последнее время в его рамках про-

водятся исследования спонтанной спиновой поляризации электронных пото-

ков в немагнитных квантоворазмерных структурах. Интерес к спиновой по-

ляризации проявляется в связи с аномальной проводимостью квантовых 

структур, обнаруженной в экспериментах при низких температурах. Анализ 

механизма проводимости в таких условиях является очень важным этапом 

для создания сверхвысокочастотных приборов нового поколения, основан-

ных на квантовых эффектах [470-475]. 

В настоящей работе рассматривается один из возможных подходов к 

численному моделированию электронных процессов в немагнитных кванто-

вых структурах с двумерным электронным газом. В качестве примера выбра-

на задача об одномерном движении электронов в квантовом канале гетерост-

руктуры AlGaAs/GaAs. Схематическое изображение цилиндрически симмет-

ричной геометрии модельной задачи показано на рис. 5.1. 

Формулировка задачи основывается на математической модели нели-

нейного электронного транспорта в одномерном квантовом проводе с метал-

лическими контактами. Данная модель предложена и исследована теоретиче-

ски В.А. Сабликовым в [А18, А19]. Она базируется на модели самосогласо-

ванного поля в приближении Хартри-Фока и объединяет в единое целое элек-

троны в квантовом слое и в контактах. Модель включает уравнения Шредин-

гера для одночастичных волновых функций электронов в области непрерыв-

ного спектра, а также уравнение Пуассона для потенциала самосогласованно-

го электрического поля внутри канала. В случае аксиальной симметрии и 
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прямоугольной формы потенциального барьера (см. рис. 5.2) решение урав-

нение Пуассона сводится к интегральным выражениям для потенциала и свя-

занных с ним функций, использующим одномерную функцию Грина. В урав-

нениях Шредингера учитывается как направление движения электронов в ка-

нале, так и фактор спонтанной спиновой поляризации, позволяющий более 

точно исследовать проводимость канала и квазиравновесные состояния элек-

тронов с различным спином. Уравнения включают также нелинейные сла-

гаемые, связанные с обменным взаимодействием электронов в канале. 
 

 
Рисунок 5.1. Геометрия наноструктуры с квантовым слоем (продольный разрез). 

 

 
Рисунок 5.2. Энергетическая диаграмма квантового слоя и форма потенци-

ального барьера в равновесии (сплошная кривая) и при приложенном на-

пряжении (пунктирная кривая). 
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Используемая математическая модель является сильно нелинейной и 

имеет большую размерность, поскольку в ней к пространственной координа-

те добавляется еще и спектральная. Вследствие этого детальное исследова-

ние модели можно провести лишь численно. Для этого в [А18, А22, А28] был 

разработан оригинальный численный алгоритм. Он использует конечно-

разностную аппроксимацию как пространственных операторов, так и опера-

торов в энергетическом пространстве. Для преодоления нелинейности задачи 

в нем используется итерационная процедура, записанная не в терминах ис-

комого решения (каковым является пакет волновых функций электронов), а в 

терминах неизвестного гамильтониана, позволяющего найти данное реше-

ние. Такая постановка задачи существенно понижает ее размерность, однако 

не снимает эту проблему полностью. Поэтому эффективное решение задачи 

лежит на пути применения многопроцессорных вычислительных систем. С 

этой целью разработанный алгоритм был адаптирован к архитектуре МВС с 

распределенной памятью. Распараллеливание проведено по спектральной ко-

ординате, поскольку решение зависит от нее параметрическим образом. В 

работе [А39] указанный численный алгоритм был модифицирован с учетом 

расщепления электронов по спину. 

С помощью разработанного численного подхода, реализованного в ви-

де программы NANO_2D, было проведено детальное численное моделирова-

ние процессов электронного транспорта. В результате моделирования полу-

чены некоторые общие закономерности квазистационарного транспорта 

электронов в одномерном квантовом канале. В частности, в численных экс-

периментах обнаружены и проанализированы четыре типа состояний элек-

тронов в канале, определяющие его проводимость. Еще один интересный ре-

зультат связан с возможностью реализации мультистабильного режима про-

водимости при приложении к каналу внешнего напряжения. Такой режим 

предоставляет принципиальную возможность разработки элементов много-

значной логики в новейших электронных схемах. 
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5.2 Постановка модельной задачи 

Как уже было сказано выше, распространение и взаимодействие элек-

тронных волн в квантовом канале наноструктуры в стационарном состоянии 

может быть описано в модели самосогласованного поля в приближении Хар-

три-Фока в терминах одночастичных волновых функций электронов. В слу-

чае аксиальной симметрии канала конечной длины L и радиуса a, замыкаю-

щегося круговыми металлическими контактами, и при использовании одно-

зонной апроксимации зоны проводимости можно использовать квазиодно-

мерную модель, предложенную в [А18]. Модель включает уравнения Шре-

дингера для волновых функций ( ) ( )ks
αψ ξ  электронов, распространяющихся в 

прямом ( " "α = + ) и обратном ( " "α = − ) направлениях и имеющих спин 
1

2s = ± . Волновое число k принадлежит области непрерывного спектра 

, где k[0, ]Fk F – уровень Ферми. 

Исследуемая задача имеет две координаты: пространственную, ξ , и 

спектральную, . Система уравнений Шредингера замыкается уравнением 

Пуассона для потенциала самосогласованного электрического поля. Однако в 

данном случае его можно редуцировать с помощью техники функций Грина 

к интегральным выражениям для потенциалов, входящих в гамильтониан. В 

результате получается следующая система безразмерных уравнений 

k

( )2
( ) ( ) ( )2

2 ( , )

0.5 0.5, , , 1 / 2.

ks
s ks k ks

d
U

d
s

α
,α α αψ

αξ ψ γ ε ψ
ξ
ξ α

− + =

− < < = + − = ±

       (5.1) 

Здесь координата ξ и обратная величина волнового числа k нормированы на 

длину канала L, ( ) 2 /kk k 2ε ε γ+ ≡ =  и ( )
kk Vε ε− = −  – энергии электронных 

волн, параметр 2γ  равен среднему значению потенциальной энергии элек-

тронной системы в целом. 

В уравнениях (5.1) 

( )( ) ( ) ( )2 2
0 ,( , ) 2 ( ) ( ) ( , )s F a H eks ks ksU U s V U U x s

α α αξ ψ γ ε β ξ ξ ψ γ ξ ψ= + − + − ,  (5.2) 
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описывает полную потенциальную энергию электронной системы, которая 

помимо эффективного барьера, встроенного в активную область гетерострук-

туры, , включает следующие сотавляющие. 0U

Второе слагаемое описывает спиновую коррекцию потенциальной 

энергии для различных электронных волн, коэффициент β – фактор спонтан-

ной спиновой поляризации электронов. 

Функция ( ) (0.5 )aV Vξ ξ= +  описывает распределение приложенного к 

каналу внешнего потенциала и имеет максимум V на правом краю канала. 

Слагаемое ( )HU ξ  описывает энергию самосогласованного поля, 

1/2

1/2

( ) ( , ') ( ( ') ) 'H eU G n nb dξ ξ ξ ξ ξ
−

= −∫ ,       (5.3) 

где  – плотность положительного фонового заряда, создающего потенци-

альный барьер, 

bn

( )en ξ  – плотность электронов в канале, 

2( )
,0

, 1/2, 1/20

( ) ( ) .
Fk

e e ks
s

n n α

α
ξ ψ

=+ − =+ −
= ∑ ∑∫ dkξ        (5.4) 

Для простоты в (5.3) предполагается, что радиальная компонента плот-

ности фонового заряда изменяется под действием электрического поля так 

же, как и плотность электронов. Кроме того, в (5.4) и ниже используется, как 

уже отмечалось, ступенчатая функция распределения электронов по энерги-

ям, то есть не учитывается ее зависимость от температуры. 

Потенциал электрон-электронного взаимодействия ( , ')G ξ ξ  (функция 

Грина) в данном случае имеет простую форму 

( )

2 /2

0

( , ') ( , ') ,
y

y
eG G
sh by

ξ ξ ξ ξ
∞ −

= ∫ dy        (5.5) 

1 1 ' , ',
2 2

( , ')
1 1 ' , '
2 2

y

sh by sh by
G

sh by sh by .

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

ξ

+ − <⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − + >⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

       (5.6) 
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Последнее слагаемое в (5.2) ( )
, ( , )ex s ksU αξ ψ  задает оператор обменного 

взаимодействия электронов, 
1/2

( ) ( )
, ,

1/2

( , ) ( , ') ( , ') ( ') ',ex s ex sks ksU G nα dαξ ψ ξ ξ ξ ξ ψ ξ
−

= ∫ ξ        (5.7) 

( ) ( )
, ,0

,0

( , ') ( ') ( ) .
Fk

ex s ex ks ksn n α α

α
ξ ξ ψ ξ ψ ξ

=+ −
= ∑∫ dk        (5.8) 

На границах канала ставятся следующие условия 
( ) ( ) ( )( )
0 0
( ) ( ) ( )
1 1

(2 ), 0.5, ,

, 0.5,
kksks

kks

k kd
d k k i

α α αα

α α α .

i

V

ψ ξ γψ
ξ

ε

ψ ξ γ ε

⎧ − = − =⎪= ⎨
= + = −⎪⎩ α

       (5.9) 

Для численного анализа задачи (5.1)-(5.9) удобно использовать энерге-

тическую координату ε , выражающуюся через волновое число . Для этого 

везде, где стоит интегрирование по спектру, используются следующие пре-

образования 

k

0 0

( )( ) ,
2

F Fk F dF k dk
ε

γ ε ε
ε

=∫ ∫          (5.10) 

где  – любая функция, зависящая от координаты  (и соответственно от F k

ε ). В уравнениях для обратных волн ( " "α = − ) удобно сделать замену пере-

менных 'ξ ξ= − . Это позволяет проводить расчеты единым образом и сохра-

нить симметрию решения относительно середины канала 0ξ =  в состоянии 

равновесия (то есть при V ). 0=

В численных экспериментах рассчитываются и анализируются сле-

дующие физические характеристики электронной системы и канала в целом: 

1/2 1/2

( ) ( )
( ) ( )

0
,0

, ( 0),

( ) ,
F

s s

s s
s s sk

J J J J j

d dj j
d d

ε α α
α αε ε
ε

α

d

ξ

ψ ψξ ψ ψ
ξ ξ

ε
ε

+ −

=+ −

= + ≡ =

⎛
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫

⎞       (5.11) 

1/2 1/2 , ,s
s

dJ
dV

σ σ σ σ− += + =          (5.12) 
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1/2 1/2 1/2 1/2

2( )
0

,0

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

( ) ,
F

s s
dε

α
ε
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ρ ξ ρ ξ ρ ξ ρ ξ ρ ξ ρ ξ
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     (5.14) 

Здесь  и J sJ  – полный и парциальные потоки электронов с различными спи-

нами (токи в канале), σ  и sσ  – суммарная и парциальные дифференциальные 

проводимости канала,  и eQ sQ  – средние суммарное и парциальные количе-

ства электронов с различными спинами в канале,  – суммарный заряд кана-

ла,  – положительный фоновый заряд канала, 

Q

bQ 0j , 0ρ  и  – нормирующие 

множители. 

0q

Более детальное описание математической модели и физических допу-

щений, используемых при ее формулировке дано в [А18]. 

 

5.3 Численный алгоритм 

Рассмотрим итоговый численный алгоритм, предложенный в [А18, 

А19,А22,А28,А39] для решения задачи (5.1)-(5.9). Для этого введем в области 

[ 0.5, 0.5] [0, ]FD ε= − + ×  равномерную сетку ξ εω ωΩ = ×  с компонентами 

{ }10.5 , 0,..., ,j j h j N h Nξ ξ ξω ξ ξ ξ ξ
−= = = − + ⋅ = = , 

{ }, 0,...,m m Nε εω ε ε= = = . 

Определим на Ω  сеточные аналоги волновых функций ( )
, ( )h s
α
εψ ξ . Для дискре-

тизации уравнений (5.1) с учетом граничных условий (5.9) с помощью интег-

ро-интерполяционного метода были построены нелинейные монотонные 

консервативные разностные схемы. Их можно записать в следующем виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ( )
,, , , , ,( ) ( , ) , ( , ) ,h sh h s h s h s hL Uα α α α αα

ε ε ε ε εψ ξ αξ ψ γ ε ψ ϕ ξ ε+ − = ∈Ω    (5.15) 

где 
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⎧
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⎪
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⎪
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( )
0,( )

,

4 , 0.5,

0, 0.5.
h

k
h

α
εα

ξε

ξ
ϕ

ξ

⎧− = −⎪= ⎨
⎪ > −⎩

 

В (5.15) слагаемое  имеет структуру аналогичную (5.2): ,h sU

( )( ) ( )2
, 0 ,, ,

( )2
, , ,

( , ) 2 ( ) ( )

( , ),

h s F a H hh s h s

ex h s h s

U U s V U

U

α α
ε ε

α
ε

ξ ψ γ ε β ξ ξ ψ

γ ξ ψ

= + − +

−

−
 

где соответствующие интегральные члены аппроксимируются на сетке с по-

мощью квадратурных формул трапеций. 

Система разностных уравнений (5.15) сильно нелинейна. Нелинейность 

содержится в слагаемых гамильтониана, описывающих энергию Хартри 

( ) и энергию обменного взаимодействия электронов ( ). Эта нелиней-

ность имеет нелокальный характер из-за интегрирования по пространствен-

ной и энергетической координатам. В результате решение любого из уравне-

ний (5.15) зависит от всего набора волновых функций. Для преодоления дан-

ной трудности предлагается решать задачу (5.15) с помощью специальной 

итерационной процедуры. 

HU ,ex sU

Для этого рассмотрим комбинации , , ,( )( ) ( , )H h ex h sU Uξ ξ⋅ − ⋅  как единые 

нелинейные операторы , ( , )h sH ξ ⋅ , действующие на каждую сеточную функ-

цию ( )
,h sεψ + . Аналогично, операторы , ( ,h sH )ξ− ⋅  действуют на каждую функ-

цию ( )
,h sεψ − . В обоих случаях операторы ,h sH  зависят от полного набора иско-

мых сеточных функций { }( )
, , , , , 1 /h h s sα

εεψ ε ω α= ∈ = + − = ±Ψ 2 . В тоже время, 

вектор  зависит от операторов hΨ ,h sH , причем неявным образом. Этот факт 

можно выразить с помощью системы нелинейных операторных уравнений 

( ) ( ), , , 1/2 , 1/2 , , 1/2 , 1/2,h s h s h h h h s h hH F H H H H− + − +⎡ ⎤= ≡ Φ⎣ ⎦Ψ , .     (5.16) 
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Систему операторных уравнений (5.16) можно использовать для реше-

ния общей задачи (5.15) при фиксированном значении параметра V . Для это-

го предлагается организовать следующий итерационный процесс 

( )( 1) ( ) ( ) ( )
1 ,, , , , 0,1,l l l l

l h sh s h s h h sH H F H lτ+
+
⎡ ⎤= + − =⎣ ⎦Ψ ...      (5.17) 

В (5.17) операторы (0)
,h sH  выбираются равными нулевому оператору, а итера-

ционные параметры max0 lτ τ< <  определяются спектром операторных функ-

ций ( )( )
,

l
h s hF Ψ . 

В случае единственности решения задачи (5.15) сходимость итераций 

(5.17) имеет место при малых значениях шагов сетки hξ , hε  и параметров lτ . 

Найти точные оценки области сходимости процесса (5.17) достаточно труд-

но. Однако, численные расчеты показали, что удовлетворительные результа-

ты по точности разностного решения и скорости сходимости итераций реали-

зуются при условиях 

2,5
max, 0.001 , 0.15.Fh hξ εγ ε τ−< < <        (5.18) 

В результате можно сформулировать следующее утверждение: 

Утверждение 5.1. При условии существования единственного решения 

дифференциальной задачи (5.1)-(5.9) и выполнении условий (5.18) на шаги 

сетки и параметры итерационного процесса (5.17) итерации сходятся к 

решению разностной задачи (5.15), которое в свою очередь сходится к ре-

шению дифференциальной задачи по норме пространства ( )2L ξ εω ω×  со 

скоростью ( )2 2O h hξ ε+ . 

Прямое доказательство утверждения 5.1 достаточно трудоемко и тре-

бует специального рассмотрения. В качестве косвенного обоснования утвер-

ждения 5.1 можно отметить, что при решении задачи предложенным числен-

ным методом (5.15)-(5.17) в случае 0V =  при достаточной длине канала 

( ) и близости высоты энергетического барьера к уровню Ферми a� L
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( 0 FU ε∼ ) имеет место сходимость разностного решения к решению линей-

ной задачи, в которой реализуются известные из теории и экспериментов 

фриделевские осцилляции плотности электронов [21, 476, А18].  

Рассмотрим теперь подробнее весь алгоритм численного решения зада-

чи. Как и для других задач подобного типа он состоит из двух этапов – рас-

чете равновесного состояния при отсутствии внешних воздействий (V=0) и 

расчетах ВАХ при ненулевом приложенном напряжении (V>0). 

При расчете равновесного состояния электронов в канале алгоритм ре-

шения задачи состоит в следующем. Сначала задаются нулевые операторы 
(0)
,h sH . По ним из уравнений (5.15) находится начальный вектор , для чего 

решается серия линейных задач с трехдиагональной матрицей. Затем из 

(5.17) по вектору  находятся операторы 

(0)
hΨ

(0)
hΨ (1)

,h sH . Далее из (5.15) определя-

ется вектор , для чего приходится решать серию линейных задач с пол-

ностью заполненной матрицей. Это процесс повторяется до тех пор, пока не 

выполняется условие сходимости 

(1)
hΨ

( 1) ( )
, ,
l l

h s h s C
H H δ+ − ≤ .          (5.19) 

При решении задачи на компьютере и использовании чисел с двойной точно-

стью величина 13 1410 10δ −≈ ÷ −

6−

, то есть близка к машинному нулю. Получае-

мая при этом абсолютная точность характеристик электронного транспорта 

составляет примерно 510 10− ÷ , что свидетельствует о сильной жесткости 

задачи. Тем не менее этой точности достаточно для количественного анализа 

процессов электронного транспорта в не очень длинных квантовых каналах 

(примерно до 200 нм). 

Рассмотрим далее способ расчета вольт-амперной характеристики ка-

нала ( ) . Для этого, очевидно, необходимо провести серию расчетов по 

выше указанному алгоритму для целого набора значений приложенного на-

пряжения. Учитывая сильную нелинейность задачи, следует начать расчеты с 

J V
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определения равновесного состояния системы, а затем получить решение для 

интересующих значений напряжения , начиная с малых его величин. Как 

показали численные эксперименты, лучше всего ввести на исследуемом ин-

тервале напряжений 

V

[ ]max0,V  сетку, например, равномерную, 

{ }max, 0,..., , /V k V V VV V k h k N h V NVω = = = ⋅ = =  и согласовать ее шаг с шагом 

по энергии: Vh hε≤ . Для точек  в качестве начальных операторов 0kV > (0)
,h sH  в 

процессе (5.17) следует брать операторы, полученные в результате решения 

задачи для . 1kV V −=

Приведенный алгоритм устойчив, если ВАХ является однозначной 

функцией. В противном случае (то есть при наличии S-образных участков 

ВАХ, свидетельствующих о наличии би- или мультистабильности электрон-

ной системы в канале) по нему можно рассчитать лишь нижнюю ветвь  

(см. рис. 5.3). Для расчета верхней ветви можно использовать обратный про-

ход по характеристике (от  к нулю), изменив при этом итерационную 

процедуру (5.17), в которой будут фигурировать уже обратные элементы опе-

раторов 

( )J V

maxV

( )
,
l

h sH . Для ускорения сходимости итераций в уравнения (5.17) можно 

также добавить слагаемые, связанные с регуляризацией по Тихонову [264]. 

 
Рисунок 5.3. Возможная конфигурация кривой ВАХ. 
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Метод расчета отдельно верхней и нижней устойчивых ветвей ВАХ 

вполне приемлем, если учесть, что система уравнений (5.15) имеет очень 

большую размерность и решается с помощью МВС. Именно такой подход 

использовался в работах [А22, А28, А39, А40]. Полученные результаты об-

суждаются ниже. 

Альтернативой изложенному алгоритму является подход, разработан-

ный в гл. 1 для разрешения проблемы неединственности решения в про-

странственно одномерных квантовых системах с постоянным квазистацио-

нарным током. При его использовании определение всех ветвей ВАХ (в том 

числе неустойчивых средних ветвей) получается автоматически, но требует 

значительно больших вычислительных затрат. Реализация такого алгоритма 

потребует включения в общую систему уравнений двух дополнительных 

уравнений для тока и напряжения. В данном случае это уравнение для тока 

(5.11) и уравнение Верзьеры. Такой подход использовался в [А18, А19]. При 

этом удалось также показать, что вместо уравнения для тока (5.11) можно 

использовать любую другую транспортную характеристику, например, сред-

нюю кинетическую энергию электронов K (см. [А18]). Тогда уравнение Вер-

зьеры записывается также в переменных (K,V), а не в переменных (J,V). 

 

5.4 Параллельная реализация 

Для проведения вычислительных экспериментов на основе предложен-

ного выше численного алгоритма была разработана параллельная программа 

NANO_2D, ориентированная на применение МВС с распределенной памя-

тью. При параллельной реализации использовались идеи, изложенные в п. 2.5 

гл. 2. Область  разбивается на равные части по координате D ε  по числу 

процессоров (геометрический параллелизм в энергетическом пространстве). 

Дополнительное разбиение вводится по параметрам α  и s . В итоге на каж-

дой итерации численного алгоритма различные уравнения (5.15) решаются на 

различных процессорах, а сборка операторов ( 1)
,
l

h sH +  производится по частям 
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на всех процессорах, а затем окончательно на управляющем процессоре. По-

следний рассылает итоговый результат на все другие процессоры. 

Теоретическая эффективность такого параллельного алгоритма (обо-

значим его – А1) близка к 100%. В реальных вычислениях его эффективность 

зависит как от конкретной размерности задачи, так и от мощности процессо-

ров и скорости межпроцессорных обменов. Например, при размерности зада-

чи 201х5200 (произведение числа пространственных точек 1 на число 

точек по энергии 

Nξ +

Nε , учетверенное ввиду разделения электронных волн по 

направлению движения и спину) на системе МВС-1000М с процессорами Al-

pha 21264A (667 MHz) и каналами обмена Myrinet 3 (2Gbit/s) эффективность 

составляла порядка 99-88% для числа процессоров от 10 до 100 и падала до 

55% для максимального числа процессоров 630 (см. рис. 5.4). Причиной па-

дения эффективности на большом числе процессоров была умеренная раз-

мерность задачи и накладные расходы, связанные с межпроцессорными об-

менами. Увеличение размерности задачи приводит к увеличению эффектив-

ности вычислений (см. рис. 5.5). 

 
Рисунок 5.4. Эффективность распараллеливания алгоритма А1 при расче-

тах модельной задачи на МВС-1000М (МСЦ РАН) на сетке 201х5200. 

 235



 

 
Рисунок 5.5. Сравнение эффективности распараллеливания алгоритма А1 

при расчетах модельной задачи на МВС-1000М (МСЦ РАН) на сетках раз-

личной размерности: 201х5200, 301х5200, 401х5200. 

 

Оценивая в целом предложенный параллельный алгоритм А1 можно 

отметить, что он дает желаемое линейное ускорение. Однако при моделиро-

вании электронного транспорта в случае развитого обменного взаимодейст-

вия вычислительная задача остается «тяжелой» даже для суперЭВМ. Причи-

на этого заключается в использовании метода Гаусса при обращении боль-

шого количества полных матриц размерности 2Nξ  при решении уравнений 

(5.15). Вычислительная сложность алгоритма в последовательной реализации 

может быть оценена величиной ( )3
1 4Q O N Nξ ε= . Максимальная степень па-

раллелизма при этом равна 4d Nε= . Соответственно запас параллелизма, то 

есть максимально возможное число процессоров p, не может быть больше 

величины d. При этом объем передаваемых данных каждому процессору со-

ставляет ( 2O N )ξ  и не зависит от числа процессоров. 

Для ускорения вычислений было предложено оптимизировать разрабо-

танный численный алгоритм с помощью метода продолжения решения по 
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малому параметру. Идея оптимизации состояла в том, что любую сеточную 

волновую функцию ( )
,h s
α
εψ  можно представить в виде ряда Тэйлора по энергии 

ε . В частности, для двух функций с близкими значениями энергии можно за-

писать 

1 0

( ) ( )
1 0, , ( ),h s h s Oα α

ε ε .ψ ψ ε ε ε= + Δ Δ = −ε        (5.20) 

Аналогичное разложение можно использовать и для линейных операторов 

( )1

( ) ( )2
1,hL Iα α

ε γ ε− , а также для правых частей 
1

( )
,h
α
εϕ , входящих в сеточные 

уравнения (5.15). Нелинейные же операторы ( )
, ,( ,h s h sU α )εαξ ψ  в силу нелокаль-

ности по энергии и замороженности на итерации будут одинаковыми для 

всех волновых функций одинакового направления и спина. Поэтому, если 

функции 
0

( )
,h s
α
εψ  уже известны и εΔ  мало, то 

1

( )
,h s
α
εψ  можно вычислить как 

продолжение первых. Для этого необходимо найти LU-разложение матрицы 

уравнения (5.15) для функции 
0

( )
,h s
α
εψ  и использовать его для определения 

1

( )
,h s
α
εψ  по приближенным уравнениям (5.15), в которые подставлены разложе-

ния (5.20), модифицирующие в итоге лишь правую часть линейной задачи. 

Данную методику можно использовать сразу для нескольких соседних 

по сетке значений энергии 0jε ε> . Однако для каждого из них придется вы-

числять разложения в ряд Тэйлора с различным числом членов, чтобы полу-

чить одинаковую точность решения. Фактически, если добавлять каждый раз 

один или несколько новых членов ряда, этого будет достаточно для получе-

ния нужной точности. Имеется и более рациональный способ выбора количе-

ства членов – анализ остаточного члена разложения. 

Предложенная методика оптимизации позволила существенно пони-

зить вычислительную сложность алгоритма (параллельный вариант этого ал-

горитма обозначим А2). Теперь величина ( )3 2
1 4 4 (Q O N m N N m )ξ ε ξ ε ε= + − , где 

mε  – количество реперных точек сетки по энергии, в которых решение вы-
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числяется с помощью полного LU-разложения, а (N m )ε ε−  – количество то-

чек по энергии, для которых решение определяется с помощью обратного 

хода LU-разложения. В реальных расчетах применение предложенной опти-

мизации привело к снижению вычислительных затрат на порядок и более. 

При распараллеливании предложенная оптимизация имеет несколько 

ограничений. Во-первых, число процессоров p  должно быть согласовано с 

величиной 4mε , то есть если 4p mε< , то  должно быть натуральным 

числом (каждый процессор расчитывает целое положительное число репер-

ных точек по энергии). Если же мы хотим взять количество процессоров 

большее, чем 

4 /mε p

4mε , то мы должны положить / 4m pε =  (каждый процессор 

рассчитывает одну реперную точку по энергии). В последнем случае количе-

ство вычислений по сравнению с последовательным алгоритмом возрастает, 

однако ускорение достаточно долго увеличивается, хотя и при падающей 

эффективности. 

Во-вторых, возникает дисбаланс при параллельных вычислениях, кото-

рый проявляется в большой разнице времен вычислений одной итерации на 

разных процессорах и может достигать нескольких раз. В результате эффек-

тивность даже на малом числе процессоров может быть низкой. Анализ си-

туации показал, что это дисбаланс связан с тем, что каждый процессор дол-

жен рассчитать хотя бы одну реперную точку (что дешевле, чем пересылать 

от соседей матрицу LU-разложения), а затем вычислять остальные функции с 

различными вычислительными затратами, пропорциональными числу членов 

в разложении ряда Тэйлора. Поскольку точное число членов ряда зависит от 

положения точки в спектре, итоговое распределение вычислительной нагруз-

ки по сетке в пространстве энергий может быть сильно неоднородным и, со-

ответственно, приводить к большой разнице в загрузке процессоров. 

Для устранения этой проблемы предложено было использовать дина-

мическую балансировку загрузки процессоров (реализация алгоритма изло-

жена в п. 2.5 гл. 2) путем перераспределения количества расчетных узлов по 
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энергии между процессорами на итерациях. Использование такой методики 

на практике привело к существенному увеличению эффективности. Однако 

максимальный выигрыш эта методика дала в случае использования кластеров 

с неоднородной архитектурой, например, при использовании узлов с различ-

ной частотой процессоров и/или различной производительностью. В послед-

нем случае динамическая балансировка загрузки применялась для обоих ал-

горитмов А1 и А2. В результате были реализованы их версии А1М и А2М, 

поддерживающие динамическую балансировку загрузки процессоров. 

В качестве примера использования всех четырех версий параллельного 

алгоритма приведем расчеты, выполненные на неоднородном кластере ИММ 

РАН. Использованная конфигурация кластера приведена в таблице 5.1. Ско-

рость обмена по сети между узлами – 2 Gbit/s. В тестировании было выбрано 

по одному потоку с каждого узла. Все потоки были упорядочены по убыва-

нию относительной производительности, определенной экспериментально. 
 

Таблица 5.1. Неоднородная конфигурация кластера ИММ РАН. 
Тип узла Количество 

процессоров 

в узле 

Количество 

ядер в про-

цессоре 

Количество 

потоков в 

ядре 

Частота, 

ГГц 

Относительная 

производи-

тельность 

Количество 

узлов 

Intel Xeon 

X5550 

2 4 2 2.67 3.17 10 

Intel Xeon 

E5405 

2 4 1 2.00 2.35 1 

Intel Xeon 

E5504 

2 4 1 2.00 2.13 1 

Intel Xeon 

5150 

2 2 1 2.66 1.96 13 

Intel Core 2 

Quad 

1 4 1 2.40 1.77 1 

Intel Core 2 

Duo 

1 2 1 2.13 1.58 1 

Intel Xeon 2 1 1 3.06 1.0 14 

 

Результаты расчетов эффективности распараллеливания при решении 

модельной задачи представлены на рис. 5.6, 5.7. Для уравнивания шансов 

 239



 

всех вариантов алгоритма были выбраны 10 итераций процесса (5.17) при 

вычислениях равновесного состояния. 

 
Рисунок 5.6. Сравнение эффективности распараллеливания при использо-

вании алгоритмов А1 и А1М на сетке 201х6000. 

 
Рисунок 5.7. Сравнение эффективности распараллеливания при использо-

вании алгоритмов А2 и А2М на сетках 201х6000 и 201х12000. 
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Как видно из рисунков, применение балансировки загрузки действи-

тельно приводит к увеличению эффективности (кривые А1М и А2М лежат 

выше кривых А1 и А2). Оптимизированный алгоритм А2 имеет существенно 

меньшие вычислительные затраты и потому его сложнее сбалансировать. 

Однако с ростом размерности задачи и его эффективность возрастает. 

Следует также отметить, что эффективность распараллеливания задачи 

на кластере ИММ РАН существенно ниже, чем на системе МВС-1000М. 

Причиной этому служит большая производительность процессоров (самый 

медленный Intel Xeon быстрее Alpha 21264A примерно в 5 раз) и меньшая 

производительность сети (сдвоенный Gigabit Ethernet медленнее Myrinet 3 

примерно в 3-4 раза за счет применения широковещательного протокола об-

мена сообщениями) у кластера ИММ РАН. 

В заключение данного пункта отметим, что на базе рассмотренных ал-

горитмов была разработана параллельная программа NANO_2D, которая на-

ряду с научным использованием вошла также в пакет стандартных тестов 

МВС в НИИ «Квант» и МСЦ РАН. С ее помощью на этапе опытной эксплуа-

тации тестировались такие отечественные суперкомпьютеры, как МВС-

1000М (НИИ «Квант»), МВС-15К, МВС-100К (оба МСЦ РАН), СКИФ-ГРИД 

«Чебышев» (НИВЦ МГУ), а также кластеры ИММ РАН. 

 

5.5 Результаты моделирования 

Рассмотрим основные результаты, полученные с помощью разработан-

ной методики. В представленных ниже численных экспериментах характери-

стики электронного транспорта рассчитывались как вблизи положения рав-

новесия (внешнее напряжение на контактах отсутствует: ), так и вдали 

от него (

0V =

FV ε∼ ). Основные характеристики (полная проводимость канала, 

суммарный заряд электронов и др.) анализировались как функции уровня 

Ферми Fε , величины 01 /F U Fε εΔ = −  (где  – высота потенциального барь-

ера) и спинового фактора 

0U

β . Вычисления проводились для канала с радиу-

сом 5  и длиной a нм= 100L нм= . 
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Первая серия расчетов связана с анализом равновесного состояния 

электронной системы в канале. Для этого были выбраны следующие пара-

метры: 7.5F мЭвε = , 310β −= . Результаты вычислений представлены на рис. 

5.8, 5.9. На них все характеристики, соответствующие положительному (от-

рицательному) спину помечены знаком “+” (“-“). 

Полученные результаты показывают, что в равновесном состоянии 

реализуются четыре различных типа распределения электронной плотности в 

канале. Первый тип распределения (рис. 5.8) имеет место при небольших зна-

чениях потенциального барьера  (то есть при большом энергетическом за-

зоре 

0U

FεΔ ) и соответствует полному прохождению прямых и обратных элек-

тронных волн через канал. В этом случае спонтанная спиновая поляризация 

электронов не оказывает существенного влияния на их транспорт, и можно 

считать, что в любой момент времени среднее количество электронов с раз-

личными спинами, находящихся в канале, одинаково (следовательно, их сум-

марные заряды тоже равны: Q Q+ −= ). Как следствие, проводимость канала в 

этом случае близка к максимальной: max(0.7 1)σ σ= ÷ , . 2
max 2 /eσ = =

Заметим, что под заполнением канала n электронами здесь и далее по-

нимается такой транспортный режим, который эквивалентен постоянному 

нахождению в канале n электронов. Фактически канал приобретает постоян-

ный заряд  равный  (см. рис. 5.9). Вследствие учета спина n принимает 

значения кратные 0.5 и может стать отрицательным (за положительный заряд 

принят заряд электрона), то есть равным фоновому заряду. 

Q n e⋅

Второй и третий типы распределения электронной плотности реализу-

ются для больших значений потенциального барьера (то есть для средних и 

малых значений FεΔ ) и характеризуются расщеплением электронных пото-

ков по спину. В этих случаях канал заполняет либо нечетное (рис. 5.10), либо 

четное (рис. 5.11) число электронов с различными спинами. Суммарная про-

водимость канала зависит от соотношения между спиновыми модами. Ее 

значение может стать очень малым (см. рис. 5.12a). 
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Четвертый тип распределения электронной плотности реализуется при 

очень больших барьерах (очень малый зазор FεΔ ) и соответствует одномодо-

вому спиновому транспорту через канал (рис. 5.10в, 5.11в). А именно, элек-

троны со спином –1/2 заполняют канал полностью. В этом случае проводи-

мость канала становится очень низкой и не может быть выше, чем . 2 /e =

Электронный заряд канала и поляризация (рис. 5.9, 5.12б) помогают 

определить наличие и параметры спинового расщепления электронных пото-

ков и могут использоваться для классификации режимов электронного 

транспорта. Например, поляризационная кривая дает информацию о количе-

стве электронов с различными спинами, находящимися в канале. 

 
Рисунок 5.8. Распределение электронной плотности в канале для 0.4FεΔ = . 

Суммарный заряд канала равен 0.5. 

 
Рисунок 5.9. Зависимость суммарного заряда канала от величины FεΔ . 
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(а) 

 
(б) 

 
(в) 

 
Рисунок 5.10. Распределение электронной плотности в канале для значений 

0.33(3), 0.2, 0.026(6)FεΔ =  (рис. (а)-(в)). Количество электронов в канале не-

четное. 
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(а) 

 
(б) 

 
(в) 

 
Рисунок 5.11. Распределение электронной плотности в канале для значений 

0.26(6), 0.06(6), 0.013(3)FεΔ =  (рис. (а)-(в)). Количество электронов в канале 

четное. 
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(a) 

 
(б) 

 
Рисунок 5.12. Проводимость (a) и поляризация (б) канала как функции FεΔ . 

 

Вторая серия расчетов была выполнена для 15F мЭвε =  с целью срав-

нения модели без учета спиновой поляризации ( 0β = ), рассмотренной в 

[А18], и полной модели ( 0β > ). Результаты расчетов приведены на рис. 5.13 

и 5.14. На рис. 5.13 представлены зависимости проводимости канала от вели-

чины FεΔ , полученные по обеим моделям. Как видно из рисунка полная про-

водимость канала одинакова для обоих случаев при 0.24FεΔ ≥ . При меньших 

FεΔ  суммарная проводимость канала в полной модели резко падает и теряет 

гладкость в некоторых точках. Это происходит потому, что электроны со 
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спином –1/2 заполняют канал полностью. Модель, не учитывающая фактор 

спонтанной спиновой поляризации электронов, дает некорректный результат. 

В ее рамках нечетное заполнение канала электронами реализоваться не мо-

жет, поскольку электронная плотность формируется двумя одинаковыми 

спиновыми модами (см. рис. 5.14). 
 

 
Рисунок 5.13. Полная проводимость канала при 0β =  и 0β > . 

 

 
Рисунок 5.14. Электронная плотность в канале для 0β = , 

0.46(6), 0.33(3), 0.13(3), 0.03(3)F  (кривые 1-4). εΔ =
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Зависимость равновесных характеристик электронного транспорта от 

различных параметров рассматривалась в [А18, А19, А22, А28]. В частности, 

было изучено равновесное состояние электронной системы в канале в зави-

симости от его длины L. В расчетах было показано, что при фиксированном 

радиусе канала ( 5a ), нелинейная проводимость канала реализуется при нм=

достаточно больших значениях длины ( 12L нм≈  и более). Этот факт можно 

прокомментировать следующим образом. При малых длинах канала ( L a∼  и 

менее) суммарный заряд канала в равновесии 0Q ≤ , то есть проходящие че-

рез канал электронные потоки могут лишь компенсировать фоновый заряд. 

Если же длина канала становится больше, то в нем помещается некоторое 

количество «виртуальных» электронов, заряд которых инвертирует суммар-

ный заряд канала (заряд  становится положительным). Этот эффект можно Q

условно назвать перезарядкой или зарядовой поляризацией канала. Эта пере-

зарядка препятствует электронному транспорту, и проводимость длинного 

канала сильно отличается от проводимости короткого. Изменить ситуацию 

может только приложенное к каналу внешнее напряжение V . 0>

Далее было исследовано влияние фактора спонтанной спиновой поля-

ризации β  на равновесное состояние электронов в канале. Величина β  влия-

ет в первую очередь на проводимость канала. Результаты расчетов проводи-

мости канала представлены на рис. 5.15, 5.16. Как видно из рисунков, с уве-

личением β  различия в поведении спиновых мод все более увеличиваются. 

Так, с некоторого значения β  электроны со спином 1 / 2+  перестают прохо-

дить через канал. В результате проводимость канала становится в 2 раза 

меньше. Однако, эта ситуация соответствует слишком большому значению 

β  и трудно реализуема на практике, если не воздействовать на систему, на-

пример, магнитным полем. 

Попутно было показано, что линейная проводимость канала (кривая 1 

на рис. 5.15) сильно отличается как от случая учета в модели энергии Хартри 

(кривая 2 на рис. 5.15), так и от случая добавления в модель обменного взаи-
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модействия электронов (кривые 3 на рис. 5.15). Это означает, что оба эти 

фактора необходимо принимать во внимание. 
 

 
Рисунок 5.15. Зависимость проводимости канала от фактора спонтанной 

спиновой поляризации β  в линейном случае (кривые 1), без учета обменно-

го взаимодействия электронов (кривые 2) и в его присутствии (кривые 3). 

 

Эффект пространственного разделения электронных волн по спину, 

нашедший свое отражение в кривых проводимости канала, условно назовем 

спиновым расщеплением или спиновой поляризацией канала. Вместе с эф-

фектом зарядовой поляризации его можно условно изобразить на фотогра-

фии экспериментальной структуры, приведенной в работе [469] (см. рис. 

5.17, 5.18). В случае зарядовой поляризации в канале появляются виртуаль-

ные электроны с различными спинами. Их количество зависит от величины 

FεΔ  и отношения длины канала к его радиусу: /L a . В случае спиновой по-

ляризации канал заполняют виртуальные электроны со спином -1/2. Реализа-

ция эффекта дополнительно связана с фактором спонтанной спиновой поля-

ризации β . 
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Рисунок 5.16. Суммарная и парциальные проводимости канала в зависимо-

сти от фактора спонтанной спиновой поляризации в отсутствие (а) и в при-

сутствие (б) обменного взаимодействия электронов. 
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Рисунок 5.17. Экспериментальная наноструктура с квантовым каналом. 

 

 
Рисунок 5.18. Эффекты зарядовой (а) и спиновой (б) поляризации канала. 

Красными кружками изображены электроны со спином +1/2, синими – со 

спином -1/2. 
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Рассмотрим далее расчеты вольт-амперных характеристик. Первона-

чально они были рассчитаны в модели без учета спина. Основной результат 

моделирования состоял в следующем. При приложении внешнего напряже-

ния на правом конце канала итоговый профиль потенциального барьера де-

формируется. При малых значениях напряжения ( FV ε� ) эта деформация 

приводит лишь к тому, что все большее количество положительных элек-

тронных волн (распространяющихся слева направо) легко туннелируют через 

канал. Однако при больших напряжениях результирующий потенциальный 

барьер может достигать в некоторых точках канала дна зоны проводимости 

( 0ε = ) или даже расщепляться на две кривые, одна из которых проходит в 

области отрицательных энергий. Последнее соответствует существованию 

наряду с основным локализованного состояния, расположенного ниже зоны 

проводимости. При еще больших напряжениях локализованное состояние 

становится основным. 

На рис. 5.19-5.20 приведены результаты расчетов для параметров 

5a нм= , 100L нм= , , 0 10U мВ= 13F мЭвε = , 0β = . Они иллюстрируют 

рассмотренную выше ситуацию. Так, кривые 4 на обоих рисунках соответст-

вуют наличию двух состояний канала при одном и том же напряжении, кри-

вые 5 – случаю, когда основным является локализованное состояние. 

Для сравнения расчетных и экспериментальных данных были проведе-

ны вычисления проводимости длинного канала. На рис. 5.21 и 5.22 приведе-

ны соответственно данные экспериментов из работы [469] и данные расче-

тов. Из сравнения рисунков видно, что экспериментальные и расчетные кри-

вые проводимости имеют похожую сильно немонотонную структуру. Это оз-

начает, что качественно результаты расчетов и измерений близки. Однако 

количественное сравнение результатов требует уточнения как условий на-

турного эксперимента, так и учета в модели реальной трехмерной геометрии 

наноструктуры и измерительной системы. Оба этих фактора выводят сравни-

тельный анализ за рамки настоящей работы. 
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Рисунок 5.19. Результирующие профили потенциального барьера для сле-

дующих значений приложенного напряжения: 0,4,8,11,16V мВ=  (кри-

вые 1-5). Кривые 4 соответствуют двум состояниям системы – основному и 

локализованному. 

 

 
Рисунок 5.20. Коэффициент туннелирования для следующих значений при-

ложенного напряжения: 0,4,8,11,16V мВ=  (кривые 1-5). Кривые 4 соот-

ветствуют двум состояниям системы – основному и локализованному. 
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Рисунок 5.21. Результаты измерений проводимости канала в зависимости 

от приложенного напряжения V, полученные в работе [469] для нескольких 

значений запирающего напряжения  (кривые A, B, C, D). TV

 
Рисунок 5.22. Результаты расчетов проводимости канала для двух значений 

длины, полученные без учета спинового расщепления. 

 

В заключение анализа разработанной численной модели рассмотрим 

кратко поведение ВАХ при учете спинового расщепления электронных пото-

ков и влияние на них фактора спонтанной спиновой поляризации β . На рис. 
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5.23 приведены ВАХ для нескольких значений β . Анализ этих данных по-

зволяет сделать вывод, что спонтанная спиновая поляризация существенно 

влияет на устойчивость электронной системы в канале, а результирующая 

ВАХ в зависимости от фактора β  может иметь несколько участков усиления 

или неоднозначности. Это означает, что спонтанная спиновая поляризация 

может индуцировать мультистабильные свойства электронного транспорта в 

канале. Последнее очень важно для приложений в области спинтроники, по-

скольку при управлении процессом поляризации квантовая система может 

выступать в роли транзистора или элемента многозначной логики. Соответ-

ствующее управление можно реализовать с помощью воздействия на кванто-

вую систему переменным магнитным полем. 
 

 
Рисунок 5.23. Вольтамперные характеристики  для значений ( )J V

0, 0.066, 0.099, 0.132, 0.165β =  (кривые 1-5). Сплошной линией обозначе-

ны нижние ветвии ВАХ, пунктирной – верхние. 

 

В заключение главы отметим, что в данной части диссертации была 

рассмотрена проблема моделирования процессов квазистационарного одно-

мерного нелинейного электронного транспорта в квантовых каналах наност-

руктур на базе AlGaAs. Математическая модель этих процессов записана в 
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предположении цилиндрической симметрии канала, оперирует одночастич-

ными волновыми функциями электронов из непрерывного спектра энергий и 

учитывает: направление электронных потоков, расщепление их по спину, са-

мосогласованное изменение потенциального барьера канала за счет энергии 

Хартри и межэлектронного обменного взаимодействия. В результате получа-

ется система стационарных одномерных нелинейных уравнений Шрёдингера, 

записанных в приближении Хартри-Фока. Для каждого уравнения системы 

рассматривается задача туннелирования. 

Для данного множества параметрически связанных задач нелинейного 

туннелирования разработан параллельный численный алгоритм решения. Его 

основу составляют: метод конечных разностей для аппроксимации интегро-

дифференциальных уравнений, итерационный процесс по нелинейности, ре-

шение линейных систем на основе LU-разложения, оптимизация вычислений 

на основе метода продолжения по параметру, методика регуляризации в слу-

чае неединственности решения. Параллелизация алгоритма выполнена на ос-

нове геометрического параллелизма в пространстве энергий и использует 

динамическую балансировку загрузки вычислителей. На основе разработан-

ной методики создана параллельная программа NANO_2D, использовавшая-

ся как для численного анализа поставленной модельной задачи, так и для 

тестирования нескольких отечественных суперкомпьютерных систем. 

С помощью разработанного численного подхода и программы 

NANO_2D детально исследованы равновесные характеристики электронного 

транспорта: распределение электронной плотности в канале, суммарный за-

ряд и проводимость канала. На основе анализа этих данных обнаружены эф-

фекты зарядовой и спиновой поляризации электронов в канале. Найдены их 

зависимости от длины канала, величины энергетической щели, фактора 

спонтанной спиновой поляризации. 

Рассмотрено влияние приложенной контактной разности потенциалов 

на проводимость канала и расчитаны его вольт-амперные характеристики. В 

численных экспериментах обнаружено, что в некоторых ситуациях реализу-
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ется неустойчивость квазистационарных состояний канала, а именно, би- или 

мультистабильность. Она вызвана перераспределением эффективного потен-

циального барьера канала и образованием локализованных состояний ниже 

дна зоны проводимости. Наличие дополнительных локализованных состоя-

ний зависит от величины приложенного напряжения, длины канала, величи-

ны энергетической щели, фактора спонтанной спиновой поляризации. 

На основе полученных расчетных данных можно предложить несколь-

ко способов реализации электронных приборов, основанных на квантовых 

эффектах. 

Результаты работы по данной теме опубликованы в [А9, А10, А15, А16, 

А18-А20, А22, А28, А33, А37-А40]. 
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Глава 6 

Моделирование неравновесных процессов в ячейках автокатодных 

дисплеев и других автоэмиссионных микро- и наноструктур 

 

В данной главе рассматривается проблема решения задач электро-

динамики в современных вакуумных полупроводниковых приборах со сложной 

субмикронной геометрией. Для описания процессов в полупроводнике 

используется квазигидродинамическая модель. Для анализа модели 

предлагаются оригинальные численные методы как на ортогональных, так и на 

нерегулярных сетках, разработанные в гл. 1. Для параллельной реализации 

предложенных численных алгоритмов используются подходы, разработанные в 

гл. 2. На их основе разработан комплекс программ MICRO_2D/3D для МВС с 

гибридной архитектурой. С его помощью был проведён цикл исследований 

эмиссионных процессов в ячейке автокатодного дисплея. В настоящее время 

комплекс адаптирован к расчётам и других автоэмиссионных микро- и 

наноструктур. С его помощью можно определить распределения 

электрического поля, плотности зарядов и тепла в различных частях прибора 

(структуры) и оценить их влияние на его (её) эмиссионные характеристики. 

 

6.1 Введение в проблему 

Современный уровень микроэлектронной технологии позволяет 

реализовать в устройствах вакуумной микроэлектроники (ВМ) ряд 

существенных преимуществ вакуумных приборов (см., например, [477-482]). 

Базовым элементом вакуумной микроэлектроники служит массив полевых 

микроэмиттеров (автокатодов), функционирующих в условиях физического 

вакуума, что позволяет реализовать бесстолкновительный перенос электронов. 

Возможность достижения в условиях баллистического переноса высоких 

скоростей электронов позволяет реализовать в вакуумных микроэлектронных 
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устройствах более высоке скорости модуляции, а также получить потоки 

электронов с существенно более высокой энергией при меньших 

энергозатратах, чем это возможно в традиционных устройствах твердотельной 

электроники. Кроме того, устройства ВМ сохраняют работоспособность в 

широком температурном диапазоне и в условиях повышенной радиации. 

Значительные потенциальные преимущества предоставляет 

использование в устройствах ВМ автоэмиссионных катодов, что связано с 

рядом их уникальных свойств: 

- максимальная плотность тока эмиссии может достигать более 106 А/см2 , 

- ток эмиссии относительно слабо зависит от температуры в широком 

температурном диапазоне (порядка 0 - 1000 К) и при радиационном 

облучении нейтронами (до 1017 нейтрон/см2), 

- предельная частота модуляции принципиально может принадлежать 

терагерцовому диапазону (время акта эмиссии составляет около 10 

фемтосекунд),  

- минимальный размер эмитирующей области может быть меньше 

нанометра.  

Это позволяет создавать широкий спектр различных классов приборов, 

технологического и аналитического оборудования с более высокими 

параметрами, чем у твердотельных приборов. Устройства ВМ могут 

использоваться в плоских экранах, СВЧ устройствах, в качестве элементов 

цифровых ИС, электронных и ионных пушках, сенсорах, ускорителях высоких 

энергий, в устройствах литографии, лазерах на свободных электронах, в 

электронных микроскопах и электронных микрозондовых приборах [480-482]. 

В устройствах ВМ субмикронных и нанометровых размеров 

автоэлектронная эмиссия может быть реализована при малых напряжениях 

(меньших потенциала ионизации остаточных газов), что предоставляет 
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принципиальную возможность получить достаточно стабильную эмиссию в 

условиях технического вакуума. 

Значительные преимущества предоставляет использование 

полупроводниковых автоэмиттеров. Одним из наиболее перспективных 

материалов для создания автокатодных узлов устройств ВМ является кремний в 

связи со сравнительной дешевизной этого материала и его 

распространенностью в сочетании с уникальными свойствами, возможностью 

использовать высокоразвитую групповую технологию кремниевых 

интегральных схем, а также принципиальную возможность интеграции 

элементов ВМ с элементами традиционной микроэлектроники [477-484]. 

Несмотря на то, что концентрация электронов в зоне проводимости 

кремния на несколько порядков меньше, чем в металлах, их эмиссионные 

характеристики оказываются сопоставимыми. Обычно наблюдаемые значения 

тока эмиссии из кремниевых микроавтокадов составляют в среднем от единиц 

до десятков наноампер на один катод при рабочих напряжениях [485, 486]. В 

ряде работ сообщается о наблюдении токов эмиссии до сотен и даже 

нескольких тысяч наноампер на катод [487, 488]. 

Базовым элементом ВМ служит миниатюрный катодный узел, который 

является источником микроскопического электронного пучка. В устройствах 

ВМ используются как массивы таких ячеек, так и одиночные узлы, например, 

для микродисплеев высокого разрешения. Катодный узел с автоэмиттером 

представляет собой весьма сложную многоэлектродную систему и 

теоретическое исследование его характеристик возможно лишь с привлечением 

численных методов. В настоящей работе представляется программный 

комплекс MICRO_2D/3D, предназначенный изначально для математического 

моделирования вакуумного катодного микроузла реальной геометрии с 

кремниевым лезвийным автоэмиттером. Однако его возможности уже 

переросли эту кокретную прикладную проблему. 
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6.2. Физико-математическая модель 

Физико-математическая модель полевой эмиссии из полупроводникового 

автокатода разрабатывалась и исследовалась совместно с проф. В.А. Федирко в 

течение более чем 10 лет (см. [А8, А11-А14, А17, А21, А23-А26, А34, А36, А42-

А44, А46, А48, А49]). Отправной точкой были работы В.А. Федирко, Н.А. 

Дюжева и В.А. Николаевой [489, 490], касающиеся полевой эмиссии из кремния 

в сильно упрощённом пространственно-одномерном приближении. Основные 

этапы разработки более полной многомерной модели были отражены в [А21, 

А23-А25, А43]. Для этого была показана существенная роль разогрева 

электронного газа вблизи эмитирующей поверхности, что приводит к 

неравновесному и нелинейному характеру процесса пререноса заряда. 

Значительный разогрев электронного газа вблизи эмитирующего наноострия 

может вызывать значительное повышение температуры кристаллической 

решетки в этой области катода, которое также оказывает заметное влияние на 

электронный транспорт (а также может служить и одной из причин деградации 

острия). 

Построенная в итоге физико-математическая модель позволяет адекватно 

учитывать особенности электронного переноса в полупроводнике при полевой 

эмиссии из микроэмиттера с нанометровым острием произвольной двух- и 

трёхмерной формы. Модель использует соответственно двух- или трёхмерный 

квазигидродинамический подход, основанный на самосогласованном решении 

уравнения непрерывности, уравнения энергетического баланса в электронно-

дырочной плазме, уравнения Пуассона и уравнения теплопроводности для 

кристалла или всей структуры прибора. Энергетический баланс описывается в 

терминах времени энергетической релаксации, учитываются, кроме того, 

процессы ударной ионизации, возможные в сильно разогретом электронном 

газе. Модель может быть без труда адаптирована и к расчёту аксиально-

симметричного микроузла с острийным автокатодом. 
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В дальнейшем мы сосредоточимся на случае двумерной геометрии, 

поскольку во многих проведённых исследованиях достаточно было рассмотреть 

плоский или аксиально-симметричный случай. Схема эмиссионной ячейки 

соответствующая реальной конструкции катодного микроузла изображена на 

рисунке 6.1. По соображениям симметрии на рисунке 6.1 изображена половина 

реальной ячейки. 

 
Рисунок 6.1. Конфигурация микрокатодного узла. Области  (kΩ 1,2,3k = ) 

соответствуют кремниевой части катода, диэлектрику (оксиду кремния) и 

вакууму. Черным цветом обозначены металлические контакты. 

 

Процессы эмиссии электронов в рамках развитой модели описываются 

следующей системой уравнений, записанной в безразмерных переменных: 

( )1 0 1,n n n n n
n div G G n D D n
t

μ μ∂
= + = + + ∇

∂
j j E ,              (6.1) 

( )2 0 2,p n p p p
p div G G p D D p
t

μ μ∂
= + = − + ∇

∂
j j E ,             (6.2) 

 262



(3 2 1 3, ,n
n n n n n n n n n

w div G G G R w D D w
t

μ μ∂
= + ⋅ − − = + ∇

∂
Q j E Q E )α α        (6.3) 

4 ,l
l n l

T div R T
t

μ δ∂
= + =

∂
Q Q ,l∇                (6.4) 

( ) , .div ε γ ρ ϕ= ⋅ = −∇E E                 (6.5) 

Уравнения (6.1)-(6.4) справедливы в слое катода (область ), уравнение (6.5) – 

во всей области . В уравнениях (6.1)-(6.5)  – концентрации 

электронов и дырок, нормированные на равновесную концентрацию доноров 

1Ω

1 2Ω =Ω Ω Ω∪ ∪ 3 ,n p

DN ,  – безразмерная энергия электронов,  – электронная и 

решеточная температуры, нормированные на температуру  окружающей 

среды, 

nw nT= n ,n lT T

0T

,n pj j  – плотности электронного и дырочного токов,  – вектора 

плотностей потоков энергии электронов и ионов решетки,  – вектор 

напряженности электрического поля, 

,nQ Ql

E

ϕ  – потенциал, нормированный на 

величину 0ϕ  (равную 50 В), ,div ∇  – операторы дивергенции и градиента в 

координатах ( , )x y=r , нормированных на характерный размер  (равный 1 

мкм),  – время, измеряемое в единицах времени релаксации энергии 

электронов 

h

t

ετ , , , , , , , , ,n p n p n nD D G Rμ μ α ρ ε  – суть следующие функции 
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kε  – диэлектрические проницаемости полупроводника, вакуума и изолятора, 

0, , , , , ,k k kD Gμ δ δ γ β  – безразмерные коэффициенты, которые выражаются через 

размерные величины следующим образом: 
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где 0 ,n pμ μ  – равновесные подвижности электронов и дырок, 1λ  и  – 

коэффициент теплопроводности и теплоемкость проводника,  – константа 

Больцмана, 

1vc

BJk

A  – темп ударной ионизации, gE  – ширина запрещенной зоны 

полупроводника, hR  – ионизационный фактор,  – заряд электрона,  – 

коэффициент Пуассона,  – максимальная дрейфовая скорость электронов. 

e poisC

esv

Система уравнений (6.1)-(6.5) дополняется следующими начальными 

условиями 
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и условиями на границах 
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 (6.7) 

Здесь ,x yL L  – размеры области Ω , ν  – вектор внешней нормали к границам 

областей,  – границы подобластей, k∂Ω ( ) ( ),k kE Eν τ  – нормальные и 

 264



тангенциальные компоненты поля на границе k-ой области,  – потенциал на 

аноде, 

aV

, , ,ns ps ns lsj j Q Q  – значения поверхностных токов и потоков энергии: 
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Коэффициент туннелирования через эмиттирующую поверхность 0D  либо 

приближается с помощью формулы Фоулера-Нордгейма [491]: 
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либо рассчитывается при решении линейной задачи туннелирования вида 

(1.14)-(1.16) (см. гл. 1). В (6.8), (6.9) используются следующие константы: 
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где  – эффективная масса электрона в полупроводнике,  – скорость 

поверхностной рекомбинации дырок, 

em hsv

PJ=  – постоянная Планка, 0χ  – 
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потенциальный барьер, препятствующий эмиссии электронов из 

полупроводника, lη  – безразмерный темп выхода тепла в подложку. 

 

6.3 Численный алгоритм 

Система уравнений (6.1)-(6.5) с начальными и граничными условиями 

(6.6), (6.7) решалась численно на двух типах сеток: ортогональных (декартовых 

или цилиндрических) и нерегулярных треугольных (тетраэдральных). Суть 

вычислительного эксперимента состояла в расчёте эволюции системы в 

стационарный режим автоэмисии из заданного начального состояния (6.6). В 

качестве последнего выбирается равновесное состояние системы в отсутствие 

приложенного напряжения. 

Для решения задачи (6.1)-(6.9) на ортогональных сетках в случае 

прямоугольной геометрии расчётной области были созданы численные 

алгоритмы, представленные в ранних работах [А8, А11-А14, А17, А21, А23-

А26]. В этом случае расчёты ведутся исключительно в слое кремния. 

Неоднородность поля на эмиссионной поверхности задаётся с помощью 

подгоночной формулы. Основу численного подхода составляют нестацио-

нарные неявные и полунеявные локально-одномерные схемы экспоненциальной 

подгонки (см. п. 1.2 гл. 1). Уравнение Пуассона для электрического поля 

решается прямым методом, сочетающим преобразование Фурье по поперечной 

координате (вдоль эмитирующей поверхности) и прогонку по продольной 

координате (идущей вглубь полупроводниковой структуры). Параллельный 

алгоритм решения задачи базировался на методах ОПФ и параллельной 

прогонки (см. п. 2.1 и 2.2 гл. 2). Программная реализация на данном этапе 

исследований использовала лишь Fortran 77 и распаралле-ливание с помощью 

интерфейсов PARIX и MPI. 

Для решения задачи (6.1)-(6.9) в области реальной геометрии на 

треугольных сетках была разработана другая численная модель [А34, А36, А42]. 
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Она предполагала использование произвольных нерегулярных треугольных 

сетки и конечно-объёмных аппроксимаций на этих сетках уравнений 

квазигидродинамики и уравнения Пуассона. Для решения динамических 

уравнений (6.1)-(6.4) были предложены конечно-объёмные экспоненциальные 

схемы, подробно рассмотренные в п. 1.2 гл. 1 и обобщённые на случай 

тетраэдральных сеток в [А49]. Для дискретизации уравнения Пуассона 

использовались известные аппроксимации операторов дивергенции и градиента 

на треугольных сетках. В обоих случаях в качестве контрольных объёмов 

использовались барицентрические объёмы. 

Для численной реализации построенных конечно-объёмных схем исполь-

зовалась технология, изложенная в п. 2.3 и 2.4 гл. 2 и основанная на 

итерационных методах стабилизированных сопряженных и бисопряженных 

градиентов со структурой предобусловливателя в виде неполного разложения 

Холецкого. Построение предобусловливателя использовало переход в 

пространства Крылова. Параллельная реализация предложенных численных 

алгоритмов базировалась на методе разделения областей Шварца. При 

проведении расчетов на МВС предполагалось использование как полностью 

распределенной вычислительной системы, так и гибридной, в которой 

отдельные вычислительные узлы могут быть SMP-системами с общей памятью. 

 

6.4 Программный комплекс MICRO_2D/3D 

Разработанные численные методы и параллельные алгоритмы были 

скомпонованы в виде комплекса параллельных программ MICRO_2D/3D. 

Структура и принципы работы комплекса частично освещены в [А34]. В 

представляемой версии в него добавлена поддержка многоядерных процес-

соров. Для этого совместно используются интерфейсы и библиотеки MPI, 

Pthreads, OpenMP. В результате, если вычисления проводятся на кластерной 

системе гибридной архитектуры, то обмен между удалёнными узлами МВС 
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осуществляется с помощью функций MPI. Внутри узлов при наличии многих 

ядер и/или процессоров используются параллельные алгоритмы, ориенти-

рованные на использование общей памяти и нитей и реализованные в рамках 

стандартов Pthreads или OpenMP (см. п. 2.6 гл. 2). 

Функциональная структура комплекса MICRO_2D/3D состоит из 

следующих компонентов: 

• Среда управления (Graphical Shell) 

• Редактор геометрии расчетных областей (Area Editor) 

• Генераторы сеток (Mesh Gen Tool) 

• Библиотека ввода/вывода сеток и сеточных функций (IO Library) 

• Библиотека методов декомпозиции (Decomposition Library) 

• Модули решения задачи в различных постановках (Microcell Solvers) 

• Библиотека методов решения СЛАУ (Linear Solver Library) 

• Среда визуализации результатов (Visualization Tool) 

Рассмотрим кратко назначение каждого из выше перечисленных 

компонентов. 

Среда управления комплекса Graphical Shell разработана Э.М. 

Кононовым и О.А. Косолаповым [492] и представляет собой графический 

интерфейс пользователя, с помощью которого осуществляется выполнение 

всего цикла моделирования от самого начала до конца. В её функции входит 

создание и сопровождение нового или уже созданного проекта вычислений. Под 

проектом понимается именованный единым образом набор конфигурационных 

файлов, файлов начальных, промежуточных и результирующих данных, а также 

выполняющееся в настоящее время множество процессов, инициированных 

пользователем на конкретных вычислителях и системах. В настоящий момент 

среда реализована с помощью системы визуального программирования Qt [493] 

и может быть собрана как на компьютере с ОС Windows, так и на компьютере с 

ОС Linux. 
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Редактор геометрии Area Editor разрабатывается О.А. Косолаповым [492] 

и является независимо реализованной последовательной программой со своей 

графической оболочкой, позволяющей задать расчетную область, нанести 

атрибуты задачи на отдельные ее части и инициировать генерацию сетки в этой 

области. Поясним необходимость такого компонента вычислительной среды. 

Любая программная среда, предназначенная для моделирования задач 

методом сеток, предполагает возможность задания простых объектов внутри 

среды, а также возможность импорта графических объектов из доступных CAD-

систем. Поэтому в рамках данного комплекса вместе с генераторами сеток 

создавались средства для задания двумерных и трехмерных объектов и/или 

импорта таких объектов из известных систем подготовки геометрических 

данных и чертежей. В качестве последних предполагается использовать 

AutoCAD, SolidWorks и другие. 

К настоящему моменту разработана структура и отдельные компоненты 

встроенного редактора объектов AreaEditor. Функциональные возможности 

редактора были разделены на четыре группы. 

Первая группа функций связана с заданием областей с помощью 

графических примитивов. В качестве таковых как обычно выступают точки, 

отрезки прямых и кривых, многоугольники и многогранники, фигуры и тела 

вращения. Отличие этих объектов от других состоит в том, что пользователь 

имеет возможность задать их лишь с помощью курсора мыши. 

Вторая группа функций связана со средствами привязки объектов к 

конкретной геометрии. Среди них отметим средства задания размерности 

пространства, типа системы координат, цифрового ввода и коррекции объектов, 

топологических вычислений. 

Третья группа функций отвечает за нанесение атрибутов задачи на 

геометрию объектов, а также за первичную декомпозицию объектов на 

элементарные составляющие. В этой группе уже частично реализованы 
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различные методы раскраски объектов, кодирующей свойства материалов, 

набор уравнений, граничные и начальные условия, а также методы 

декомпозиции объектов на элементарные блоки, что необходимо для 

организации распределенного хранения объектов и их параллельной обработки 

при построении сеток. 

Четвертая группа включает в себя визуализацию объектов и расчетных 

областей, а также визуализацию сеток и атрибутов задачи на сетках. 

К настоящему моменту реализована версия редактора (рис 6.2, 6.3), 

поддерживающая задание двух- и трехмерных объектов, и несколько усеченный 

набор функций из всех трех групп. Реализация выполнена на основе функций 

библиотеки Qt Designer [493]. Проведено тестирование первой полной версии 

редактора в системах Windows и Linux. Тесты подтвердили полную 

переносимость кода с одной платформы на другую. Существенных недостаков 

работы AreaEditor пока не выявлено. В последующих версиях предполагается 

реализация всего набора функций в двух- и трёхмерном случаях. Примеры 

построения расчетных областей в двумерном и трехмерном случае показаны на 

рис. 6.4 и 6.5. 

 
Рисунок 6.2. Общий вид среды AreaEditor. 
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Рисунок 6.3. Нанесение атрибутов задачи на сетку. 

 

  
Рисунок 6.4. Пример задания с помощью AreaEditor диодной (слева) и 

триодной (справа) катодной ячейки аксиально-симметричной геометрии. 
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Рисунок 6.5. Пример задания трехмерной катодной ячейки. 

 

Генераторы сеток из Mesh Gen Tool разработаны и продолжают 

развиваться автором совместно с И.В. Поповым [261, 494, 495, А29, А31] и 

представляют собой некоторое множество последовательных и параллельных 

программ, позволяющих по информации о геометрии расчетной области и 

набору параметров создать файлы, содержащие расчетные сетки нужного 

объема и качества. При этом генерация сетки может производиться как в 

последовательном, так и в параллельном режимах. Итоговый файл сетки может 

располагаться на компьютере пользователя, на сервере МВС или на узлах МВС, 

то есть быть распределенным. 

Скажем несколько слов об алгоритмах генерации сеток. Начнём с 

нерегулярных треугольных сеток. Общая стратегия генерации треугольной 

сетки в произвольной двумерной области состоит в следующем. На первом 

этапе в последовательном либо параллельном режиме работы производится 

разбиение исходной области на первичные треугольники. Для этого область 

представляется в виде набора контуров, ограничивающих ее снаружи (внешний 
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контур) и изнутри (внутренние контура, возникающие при наличии в области 

дырок). Каждый контур задается с помощью замкнутой ломаной, соединяющей 

некоторые опорные точки. В качестве опорных точек выбираются все точки 

экстремума и перегиба криволинейной границы области. В качестве сегментов 

ломаных можно взять как отрезки прямой, так и криволинейные участки 

границы или их аппроксимации, соединяющие две соседние опорные точки (на 

работу описываемых ниже алгоритмов это не влияет). По этой информации 

строится первичная триангуляция области. Она включает в себя только опорные 

точки границы. После того, как проведена первичная декомпозиция области, в 

параллельном режиме производится измельчение первичных треугольников до 

заданного размера. Для этого первичные треугольники распределяются 

компактными группами по процессорам и измельчаются. 

Построение нерегулярных тетраэдральных сеток по сути проводится по 

такой же схеме. Однако задача генерации тетраэдральной сетки является более 

трудоёмкой и требует использования параллельных вычислений на всех этапах 

её решения. В рамках комплекса решено было ограничиться сначала случаем 

односвязных невыпуклых областей. Входными данными для генератора сетки 

должно быть описание поверхности замкнутого тела, заданной с помощью 

множества поверхностных треугольников (плоских или криволинейных). 

Поверхностную триангуляцию предполагалось строить по граничной 

геометрической модели тела, например, по набору сечений или множеству 

фрагментов поверхности, каждый из которых задан либо аналитически, либо с 

помощью сплайн-аппроксимаций. Таким образом, составной частью генератора 

объемных сеток должен быть построитель поверхностной триангуляции тел (см. 

[495]). В итоге работы предполагалось получить многопроцессорную версию 

генератора, функционирующие как на многоядерном персональном компьютере 

пользователя, так и на МВС. 
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К настоящему моменту многие компоненты генераторов сетки готовы и 

включены в более общий программный комплекс GIMM_QGD [492]. Однако 

они доступны и в рамках MICRO_2D/3D, который предполагается со временем 

включить в среду GIMM [391] моделирования с помощью МВС задач механики 

сплошной среды. Одновременно с этой возможностью имеется также 

возможность использования внешних генераторов тетраэдральной сетки, 

например, пакета TetGen [496]. 

На рис. 6.6 в качестве иллюстрации работы генератора, созданного 

автором, показана одна из возможных конфигураций кремниевой ячейки и 

фрагмент треугольной сетки. Визуализация выполнена с помощью программы 

TrgView, также разработанной автором диссертации. 
 

  
Рисунок 6.6. Конфигурация катодной ячейки (слева) и фрагмент сетки (справа) 

с нанесенными атрибутами материалов. 
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Библиотека ввода-вывода данных IO Library разработана автором на 

основе идей и алгоритмов М.В. Якобовского [395] и С.А. Сукова [497] и 

объединяет функции чтения и записи файлов различной структуры, в том числе 

распределенных по компьютерам сети. Она используется при реализации 

других программных компонент комплекса. 

Библиотека методов декомпозиции расчетных областей и сеток 

Decomposition Library разработана автором совместно с О.А. Косолаповым с 

учётом результатов работ М.В. Якобовского и Е.Н. Головченко [386-388], 

используется совместно с библиотекой ввода-вывода и позволяет строить 

разбиения расчетной области и/или сетки, ее описывающей на фрагменты по 

заданным критериям. К настоящему моменту в  библиотеке реализованы 

алгоритмы многослойного разбиения области и нерегулярной треугольной 

сетки, предложенные в п. 2.3 гл. 2. Для примера на рис. 6.7 показано 

двухслойное разбиение расчётной области и сетки (в качестве которой 

использовалась моделируемая ниже диодная структура) на базовое количество 

доменов (в данном случае 11, отмеченные различными цветами). 

Модули решения задачи в различных постановках из множества Microcell 

Solvers разработаны автором и предсталяют собой параллельные программы, 

реализующие основной цикл решения динамической задачи. Их функция – 

прочитать исходные данные о модели и методах решения, расчетную сетку, 

произвести декомпозицию области на требуемое число фрагментов, запустить 

параллельные вычисления и обеспечить запись промежуточных и финальных 

результатов в требуемом формате. Между собой эти солверы отличаются 

размерностью задачи (1D, 2D, 3D для ортогональных сеток, 2D и 3D для 

нерегулярных треугольных и тетраэдральных сеток), а также разрядностью 

вещественных чисел (float64 и float128). 

Библиотека методов решения СЛАУ Linear Solver Library разработана 

автором с использованием идей О.Ю. Милюковой [374-378] и предназначена 
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для решения в последовательном и параллельном режимах возникающих в 

процессе моделирования линейных систем. Она ориентирована на 

использование как прямых методов: дискретного преобразования Фурье и 

прогонки и их комбинаций, так и итерационных: методов переменных 

направлений и схем сопряженных и бисопряженных градиентов с различными 

типами предобусловливателя. В комплексе не используются стандартные 

библиотеки линейной алгебры (например, PETSC [498]) по двум причинам: 1) в 

них не реализованы методы повышенной разрядности; 2) результат применения 

методов из стандартной библиотеки к конкретной матрице не предсказуем. 
 

 
Рисунок 6.7. Двухслойное разбиение расчётной области и нерегулярной 

треугольной сетки на базовые домены.  

 

Среда визуализации результатов Visualization Tool состоит из некоторого 

набора программ, определяющегося локализацией комплекса и сложностью 
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задачи. Если управление комплексом производится в среде Windows и файлы 

результатов помещаются на компьютер пользователя, то в качестве средств 

визуализации используются известный пакет TecPlot и разработанной ранее 

автором программой TrgView. Если пакет развернут на системе под 

управлением ОС Linux, то в качестве визуализаторов можно использовать 

встроенный визуализатор из Graphical Shell, Area Editor, а также известный 

пакет ParaView. Если при этом отображающиеся данные очень велики и 

распределены, то используется среда визуализации RemoteView [395, 499], 

разработанная в ИММ РАН. 

 

6.5 Результаты моделирования 

В данном разделе приведены некоторые примеры расчетов, выполненные 

с помощью как отдельных последовательных и параллельных программ, так и 

комплекса MICRO_2D/3D. Рассмотрим сначала результаты, полученные на 

ранней стадии исследований с помощью программ на ортогональных сетках. 

 

6.5.1 Результаты моделирования в случае заданного распределения 

электрического поля на эмиссионной поверхности 

В данном пункте рассмотрим упрощённый вариант задачи, когда вместо 

реальной геометрии микроузла (автокатодной ячейки) рассматривается лишь 

прямоугольный слой, находящийся под остриём катода (см. область ABCD на 

рис. 6.8). Для корректности расчёта необходимо задать приближённый профиль 

продольной компоненты поля yE  как функцию поперечной координаты x  на 

верхней границе слоя AB . Рассмотрим сначала вариант, когда учитывались 

только движения и разогрев электронной системы. В проведённых численных 

экспериментах использовалась ЛОС экспоненциальной подгонки на прямо-

угольной сетке (см. рис. 6.8), которая была неравномерной по продольной 

координате . y
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Рисунок 6.8. Схема расчетной области (ABCD) и разностной сетки; 

эмитирующей является поверхность АВ (у = 1); размер области: 0,5 мкм х 

1мкм; размеры сетки: hx = 0,004 мкм; hy = (0,0004–0,02 мкм), hy max/ hy min = 200. 

 

Типичное распределение тянущего электрического поля Еs на эмити-

рующей поверхности, которое задавалось в качестве граничного условия 

показано на рис. 6.9а. В расчётах мы брали максимум этой зависимости в 

диапазоне 5 710 10 /В см÷ . Безусловно вблизи верхней границы этого диапазона 

получаются мало реальные значения разогрева (~ 1 Эв и выше). Однако это 

свойство не численной методики, а физической модели. 

На рис. 6.10 представлены двумерные распределения потенциала ϕ, 

электронной температуры Т и концентрации электронов n. Как можно видеть, 

эти распределения сильно неоднородны вблизи эмитирующей поверхности. 

Сильное поле сосредоточено в субмикронной области вблизи лицевой 

поверхности катода. Там электронные температура и концентрация сущест-

венно превышают их равновесные значения (Т0 = 300 К и ND = 1018 см-3). Это 

приводит к существенному росту плотности тока эмиссии (рис. 6.9б), который в 

отсутствие разогрева при таких полях пренебрежимо мал. Распределение 

плотности эмиссионного тока неоднородно как на эмитирующей поверхности 

(см. рис. 6.9б), так и в объёме полупроводника вблизи неё (рис. 6.10г). 
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Рисунок 6.9. Распределения электрического поля (а) и нормальной 

компоненты плотности тока (б) на лицевой АВ (кривые 1) и тыльной СD 

(кривые 2) поверхностях для 6
,max 5 10 /sE В см= ⋅ . 

 
Рисунок 6.10. Пространственные распределения электрического потенциала 

(а), электронной концентрации, электронной температуры (в) и плотности тока 

(г) для 6
,max 5 10 /sE В см= ⋅ . 
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Электронная температура у поверхности монотонно возрастает с ростом 

тянущего поля в рассматриваемом диапазоне полей (рис. 6.11а). Электронная 

концентрация вблизи поверхности с ростом поля, как видно на рис. 6.11б, 

меняется немонотонно, что объясняется делокализацией электронов из 

приповерхностной потенциальной ямы (см. рис. 6.9а) с ростом их средней 

энергии . Мы ограничиваемся здесь указанным выше диапазоном полей, так 

как при более сильных полях разогрев электронного газа становится столь 

значительным, что становятся существенными процессы ударной ионизации, 

учет которых обсуждается ниже (а также другие факторы, например, зави-

симость времени релаксации энергии на фононах от величины разогрева). 

Электрическое поле и плотность электронного тока на тыльной поверхности 

практически однородны и их связь вполне описывается законом Ома с 

соответствующим значением подвижности электронов. 

Bk T

 
Рисунок 6.11. Полевые зависимости максимума электронной концентрации (а) 

и электронной температуры (б) у эмитирующей поверхности (в точке А). 

 

Вычислительным экспериментом была также подтверждена существенная 

роль процессов двумерной термодиффузии в электронном транспорте горячих 

электронов при полевой эмиссии из полупроводникового автокатода. 
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На рис. 6.12а приведены распределения плотности тока на лицевой 

поверхности катода, рассчитанные в диффузионно-дрейфовой модели (без учета 

уравнения энергетического баланса) для нескольких значений электронной 

температуры  (кривые 2-4). Видно, что они заметно отличаются от 

кривой 1, рассчитанной в квазигидродинамическом приближении. Существенно 

различаются также пространственные распределения потенциала, электронной 

концентрации и плотности тока в объеме полупроводника. Для примера на рис. 

6.12б показано пространственное распределение тока, полученное в 

диффузионно-дрейфовой модели (ср. с рис. 6.10г). 

T const=

 

 
Рисунок 6.12. Распределения нормальной компоненты плотности тока (а) на 

лицевой поверхности АВ и пространственное распределение плотности тока в 

катоде (б), рассчитанные в диффузионно-дрейфовом приближении. Еs,max = 

5x106 В/см; 1 – Tmax = 35T0; 2 – T = 15T0 , 3 – T = 25T0 , 4 – T = 35T0. 

 

Зависимость плотности тока эмиссии от тянущего электрического поля 

представлена на рисунке 6.13а. При достаточно больших полях наблюдается 

заметное отклонение вольт-амперной характеристики от линейной зависимости 

в координатах Фоулера-Нордгейма (рис. 6.13б), связанное с рассмотренными 
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выше эффектами. При этом загиб ВАХ вблизи правой границы диапазона 

свидетельствует о нарушении условий применимости используемой модели. 
 

 
Рисунок 6.13. Полевые зависимости плотности тока эмиссии: максимальной (в 

точке А) - (1) и средней по эмитирующей поверхности ячейки АВ - (2). 

 

На рис. 6.14 показаны характерные спектральные кривые плотности 

эмиссионного тока. В расчётах установлено, что пик энергетического распре-

деления эмитируемых электронов смещается с ростом тянущего поля в сторону 

высоких энергий на величину, сравнимую с энергией электронного сродства в 

кремнии (≈ 4 эВ). Смещение происходит в узком диапазоне полей вблизи 106 

В/см, что соответствует теоретическим оценкам. Полученные результаты 

согласуются с экспериментальными данными по измерению энергетического 

спектра полевой эмиссии электронов из кремниевых микрокатодов [484]. 

Таким образом, разработанная модель и численный алгоритм уже на 

предварительной стадии показали высокую эффективность при исследовании 

полевой эмиссии из кремниевого микрокатода. Было показано, что в области 

рабочих полей ток эмиссии определяется горячими электронами. При этом 
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существенную роль играет термодиффузия. Численные результаты находятся в 

качественном согласии с выводами, полученными ранее в одномерной модели 

[490], но демонстрируют существенную роль двумерного подхода при модели-

ровании реальных микрокатодов. Недостатком модели является завышенный 

разогрев при больших тянущих полях. 
 

 
Рисунок 6.14. Энергетическое распределение плотности эмиссионного тока:    

1 – Еs,max = 5х106 В/см, 2 – Еs,max = 8х106 В/см. 

 

Следующий этап исследований был связан с учётом процессов ударной 

ионизации. Для этого в модели были учтены изменения концентрации дырок и 

члены ударной ионизации в уравнениях неразрывности и плотности электрон-

ной энергии. В проведенных численных экспериментах были рассчитаны 

установившиеся двумерные распределения электрического потенциала, концен-

траций электронов и дырок и электронной температуры в полупроводниковом 

эмиттере для различных значений тянущего поля Еs на эмитирующей 

поверхности. Распределение поля ( )sE x , которое использовалось в расчетах, 

показано на рис. 6.15. Максимум этой зависимости достигается в точке A, 

соответствующей острию клиновидного катода. Полученные распределения 
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сравнивались с распределениями, рассчитанными без учета ударной ионизации 

при тех же параметрах задачи, что и выше. 
 

(а) 

 

(б) 

 
(в) 

 

(г) 

 

 

Рисунок 6.15. Установившиеся двумерные распределения электрического 

потенциала (a), концентраций электронов (б) и дырок (в) и электронной 

температуры (г) для 6
,max 5 10 /sE В см= ⋅ . 

 

Типичные рассчитанные распределения представлены на рис. 6.15 

(распределения электронных концентрации и температуры, полученные при том 

же тянущем поле без учета ударной ионизации см. на рис. 6.10). Из рис. 6.15 

видно, что ударная ионизации существенным образом меняет процесс переноса 

в автокатоде при актуальных значениях тянущего поля. Концентрация дырок 

внутри катода достигает заметной величины, так что токоперенос внутри 

полупроводникоаого полевого эмиттера носит скорее биполярный, чем 
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униполярный характер. Концентрация электронов вблизи эмитирующей 

поверхности вследствие ударной ионизации еще более возрастает. С другой 

стороны, ударная ионизации приводит к некоторому охлаждению электронного 

газа вследствие наличия слагаемого Gγ−  в правой части уравнения 

энергетического баланса, и служит механизмом, ограничивающим беспредель-

ный разогрев электронов проводимости. Как видно по результам вычислений, 

электронный разогрев здесь остался почти на том же уровне, но оказался 

сильнее локализован у эмитирующей поверхности вблизи максимума поля. 

Таким образом, дополнение модели новыми факторами послужило 

адекватному описанию ею процессов ударной ионизации в неоднородно 

разогретом электронном газе полупроводника. Численные эксперименты на 

базе расширенной модели показали, что ударная ионизация оказывает 

существенное влияние на токоперенос в катоде и, следовательно, на его 

характеристики. Поэтому учет ударной ионизации необходим при модели-

ровании переноса в разогретой электронно-дырочной плазме полупроводника и, 

в частности, при моделировании реальных полупроводниковых катодов и 

приборов на их основе. 

 

6.5.2 Результаты моделирования реальной двумерной структуры 

Моделирование задачи (6.9) в условиях реальной двумерной геометрии 

катодной ячейки проводилось с помощью программ комплекса MICRO_2D/3D. 

Для начала приведём результаты тестирования соответствующей программы. 

Для этого отметим, что большинство расчётов проводилось при следующих 

физических параметрах: 
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Один из тестовых расчётов эмиссии с поверхности кремниевого катода в 

случае реальной аксиально-симметричной геометрии проводился на подробной 

треугольной сетке с параметрами (NP,NT)=(37862871, 76445696) (где NP – число 

узлов, NT – число треугольников), полученной путём измельчения стартовой 

сетки с размерами (37563, 74654) путем равномерного измельчения в 1024 раза. 

Расчёты проводились на кластерах ИММ РАН и МВС «Чебышёв» НИВЦ МГУ 

на конфигурациях от 1 до 1000 ядер и подтвердили работоспособность 

разработанного кода. 

Рассмотрим сначала результаты, полученные в расчётах на кластере ИММ 

РАН. В качестве иллюстрации приведем данные для области, изображенной на 

рис. 6.16 слева с размерами 1.5х3 мкм. Полуширина анода была равна 1.5 мкм, 

высота катода – 1.5 мкм, высота острия – 0.3 мкм, радиус скругления острия – 

20 нм, полуширина основания острия – 60 нм. Потенциал на аноде был равен 

1000 В. Расчет проводился на стартовой треугольной сетке. Целью расчетов был 

поиск области катода, подвергающейся наибольшему воздействию электри-

ческого поля. 

Моделирование проводилось на конфигурациях от 1 до 40 ядер. 

Эффективность распараллеливания для стартовой сетки была достаточно 

высокой (~80% на максимальной конфигурации 40 ядер). Для тестирования на 

большем числе ядер сетка измельчалась в 64 раза (количество узлов сетки 

составило при этом порядка 2,1 млн. узлов, количество треугольников – 4,5 

млн.). При этом эффективность распараллеливания на максимальной 

однородной конфигурации кластера (160 одинаковых ядер) составила 96%. 
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Рисунок 6.16. Аксиально-симметричная диодная структура ячейки (слева) и её 

фрагмент с нанесёнными атрибутами задачи (справа). В данном случае 

показано разделение области на вакуумный (голубой цвет) и кремниевый 

(зелёный цвет) слои. Размеры указаны в микронах. 

 

На рис. 6.17 показаны распределения модуля электрического поля, 

электронной температуры и энергии электронов в области острия во время 

переходного процесса. Видно, что электрическое поле глубоко проникает в 

объём острия, разогрев электронов достигает значительной величины в верхней 

его части. Именно это приводит к наблюдаемым в натурных экспериментах 

весьма высоким плотностям тока автоэмиссии у вершины острия, а так же, как 

можно полагать, служит причиной деградации вершины острия в процессе 

эмиссии. Таким образом, расчеты позволяют найти участки катода, наиболее 

подверженные деградации. На сетках малого размера получается качественная 

картина моделируемого процесса. На подробных сетках можно получить и 

количественное совпадение результатов моделирования с экспериментальными 

измерениями. 
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Рисунок 6.17. Нормированные распределения модуля электрического поля 

(сверху), электронной температуры (в середине) и плотности энергии 

электронов (снизу) в области острия катода. 
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Тестирование двумерной программы на треугольной сетке на МВС 

«Чебышёв» НИВЦ МГУ, проведённое для сравнения для той же стартовой 

сетки показало, что разработанная программа может выполняться на большом 

количесве ядер (расчёты проводились в конфигурациях от 10 до 1000 ядер). На 

выполнение одного шага численного алгоритма по времени на максимальной 

сетке (37862871, 76445696) на 10 ядрах было затрачено 5556 сек, на 100 ядрах – 

653 сек, а на 1000 ядрах – 85 сек. Полученные эффективности распарал-

леливания составили во втором и третьем случаях 85,1% и 65,4%. Для 

нерегулярных сеток это вполне разумный результат. Таким образом, умень-

шение времени расчёта в параллельном режиме происходило вплоть до макси-

мальной рассмотренной конфигурации. К сожалению, ввиду загруженности 

данного суперкомпьютера, провести детальное тестирование задачи на 

промежуточных конфигурациях не удалось. 

Рассмотрим теперь более подробно другие результаты моделирования. 

Первая серия расчетов была связана с анализом плоской структуры 

(отсутствует острие, изолятор и управляющая сетка) для случая узкого анода 

(существенно меньшего чем ширина катода). Размеры области  были равны 

1мкм х 1мкм, полуширина анода равна 0.25 мкм. Потенциал на аноде  

варьировался в пределах от 100 до 2000 В. Изменения концентрации дырок и 

температуры решетки не учитывались. В проведенных вычислениях была 

получена зависимость тока эмиссии 

Ω

aV

esJ  от приложенного напряжения . 

Анализ показывает, что данная зависимость имеет «пороговый» характер. В 

частности, вплоть до напряжения 1130 В эмиссия электронов через рабочую 

поверхность катода практически отсутствует. При напряжении 1140 В эмиссия 

электронов уже слишком велика (за пределами применимости модели). Порог 

эмиссии располагается вблизи напряжения 1133 В. Безусловно, в реальной 

ситуации порог эмиссии сильно размыт (хотя бы потому, что имеет место 

aV
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термоэмиссия) и находится вблизи 1 кВ. Здесь же можно говорить о пороге 

(старте) разрушения острия катода. Именно это мы и будем иметь ввиду. 

Характерные распределения модуля напряженности электрического поля, 

концентрации электронов и их температуры до и после порога изображены на 

рис. 6.18-6.20. До порога они соответствуют значению 1000aV В=  (рис. а), после 

порога – 1200aV В= . Они показывают, что до порога эмиссии электроны 

собираются в узком слое вблизи эмитирующей поверхности напротив анода, их 

концентрация тем больше, чем больше потенциал на аноде (рис. 6.19а), а их 

температура близка к равновесной (рис. 6.20а). При этом электрическое поле 

слабо проникает в катод (рис. 6.18а). Практически оно сосредоточено там же, 

где скопились неравновесные электроны. 

После порога концентрация электронов вблизи эмитирующей поверх-

ности напротив анода оказывается немного выше равновесной, поскольку 

неравновесные электроны здесь туннелируют в вакуум. Однако с продвижением 

вправо по координате x  вдоль эмитирующей поверхности условия туннели-

рования ухудшаются, и неравновесные электроны начинают там скапливаться. 

В итоге в квазиравновесии профиль концентрации вдоль эмитирующей 

поверхности возрастает по x  до больших значений (см. рис. 6.19б). 

Температура электронов напротив анода наоборот высока и сильно падает к 

периферии (рис. 6.20б). Электрическое поле теперь сильно проникает в катод 

(рис. 6.18б), поскольку в нем имеется достаточно большая область, занимаемая 

квазиравновесным объёмным зарядом. 

Оценивая приведённые результаты расчетов, отметим, что все 

качественные особенности поведения решения внутри катода и поля во всей 

структуре передаются адекватно известным физическим представлениям. 

Количественные характеристики численного решения оценить сложно, так как 

данные физических экспериментов для конкретных структур, как правило, не 

публикуются. Тем не менее, можно сказать, что величины порогов разрушения 
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по порядку величины соответствуют известным экспериментальным данным. 

По сравнению с результатами из п. 6.5.1 здесь получаются более реалистичные 

данные, поскольку электрическое поле на эмитирующей поверхности 

рассчитывается, а не задаётся в виде модельной зависимости. 
 

(а) 

 
(б) 

 

Рисунок 6.18. Изолинии нормированного модуля напряженности 

электрического поля в структуре с узким анодом и плоским катодом до 

достижения порога (а) и за порогом (б) разрушения. 
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(а) 

 

(б) 

 

Рисунок 6.19. Изолинии нормированной концентрации электронов в структуре 

с узким анодом и плоским катодом до достижения порога (а) и за порогом (б) 

разрушения. 
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(а) 

 
 

(б) 

 

Рисунок 6.20. Изолинии нормированной электронной температуры в структуре 

с узким анодом и плоским катодом до достижения порога (а) и за порогом (б) 

разрушения. 
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 (а) 

 
(б) 

 

Рисунок 6.21. Изолинии нормированных модуля напряженности 

электрического поля (а) и плотности энергии электронов (б) в области острия 

катода. 
 

Вторая серия расчетов была проведена для диодной структуры с лезвий-

ным катодом, которая использовалась в тесте, рассмотренном выше. На рис. 
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6.21 в дополнение к уже приведённым данным (рис. 6.17) показаны изолинии 

модуля электрического поля и энергии электронов в области острия во время 

переходного процесса. Из рис. 6.21а видно, что максимум поля достигается в 

средней части острия (изолиния 17) и глубоко проникает в его объем. Разогрев 

электронов максимален в верхней части острия (рис. 6.21б). Таким образом, 

верхняя и средняя подобласти острия подвержены максимальному воздействию 

электрического поля и тепла. Как показывают натурные эксперименты, именно 

эти подобласти разрушаются в первую очередь в процессе эксплуатации 

катодов. Следовательно, используемая нами модель при умеренных значениях 

приложенных напряжений на качественном и количественном уровне вполне 

удовлетворяет требованиям, предъявляемым к численным экспериментам. 

Дальнейшее её развитие и калибровка позволит только улучшить 

количественное соответствие результатов расчётов данным экспериментов. 

 

6.5.3 Результаты моделирования реальной трёхмерной структуры 

Разработанный программный комплекс MICRO 2D/3D использовался 

также для моделирования процессов электронной эмиссии с поверхности 

кремниевого катода реальной трехмерной геометрии. Основной целью 

моделирования на данном этапе разработки было подтверждение его 

работоспособности и качественное соответствие численных результатов 

имеющимся представлениям о существе изучаемых физических процессов. 

Схема численного эксперимента состояла в следующем. Сначала 

выбиралась аксиально-симметричная ячейка с кремниевым острийным катодом 

и проводилось двумерное моделирование задачи. На этом этапе анализи-

ровались распределения электрического поля во всей структуре, а также 

распределения концентрации, электронной температуры и электронной энергии 

в кремнии. 

На втором этапе с помощью преобразований вращения строилась 
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трехмерная реконструкция ячейки и проводился цикл трехмерного 

моделирования. Полученные результаты использовались для тестирования 

численной схемы и сравнения трехмерного решения с двумерным аксиально-

симметричным. 

На третьем этапе на поверхности трехмерной геометрической структуры 

накладывался некоторый шум и снова проводилось трехмерное моделирование. 

Полученные результаты сравнивались с расчетами в случае идеальной 

трехмерной геометрии. 

Такой подход позволил провести предварительную калибровку числен-

ных алгоритмов и программ. Полностью этот процесс пока далёк от 

завершения, однако некоторые предварительные результаты уже получены. 

Рассмотрим здесь один существенно трёхмерный расчёт, проведенный 

для ячейки реальной геометрии, реконструированной по матрице автокатодного 

дисплея (см. рис. 6.22.). Реконструкция заключалась в построении 3D 

геометрической модели ячейки (рис. 6.23) с последующим нанесением на неё 

свойств конкретных материалов. Далее ячейка помещалась в слой вакуума с 

прилегающими снизу и сверху плоскими металлическими электродами. 

Итоговая расчётная область была покрыта стартовой тетраэдральной 

сеткой, изображенной на рис. 6.24. Параметры стартовой тетраэдральной сетки 

(NP,NT)= (4770, 17673) (здесь NP – число узлов, NT – число тетраэдров). 

Стартовая сетка измельчалась почти равномерно в 32768 раз до размеров 

(156303360, 579108864). Расчёты проводились на МВС «Чебышёв» и 

«Ломоносов» (НИВЦ МГУ) на конфигурациях от 100 до 7000 ядер и 

подтвердили работоспособность разработанного модуля. 

Результаты расчётов на сетке максимального размера на МВС 

«Ломоносов» показали, что на выполнение одного шага численной схемы по 

времени на 100 ядрах требуется 4140 сек, а на 7000 ядрах – 83 сек. Уменьшение 

времени расчёта в параллельном режиме происходит вплоть до максимальной 
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рассмотренной конфигурации МВС. На рис. 6.25 показана эффективность 

распараллеливания в проведённых численных экспериментов. Кривая 

эффективности подтверждает высокий коэффициент распараллеливания 

разработанной численной реализации. При этом результаты трёхмерного 

численного расчёта качественно похожи на результаты двумерного 

моделирования. 
 

 
Рисунок 6.22. Реальная матричная структура с кремниевыми катодами лезвий-

ного типа. Красным цветом выделена ячейка, выбранная для моделирования. 

 

 
Рисунок 6.23. Реконструкция катодной ячейки в AreaEditor. 
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Рисунок 6.24. Стартовая тетраэдральная сетка. 

 

 
Рисунок 6.25. Эффективность распараллеливания трёхмерного алгоритма при 

расчётах на сетке максимального размера на МВС «Ломоносов». 

 

В заключение данной главы отметим, что в результате исследований 

разработана физико-математическая модель процессов электронной авто-

 298



эмиссии в полупроводниковых микро- и наноструктурах реальной геометрии и 

состава. Основу модели составляет квазигидродинамическое описание неравно-

весных процессов в полупроводниковых частях структуры. На эмитирующей 

поверхности используется квантовое описание процессов туннелирования 

электронов. 

Для численного анализа разработанной модели используются оригиналь-

ные численные методы как на ортогональных, так и на нерегулярных сетках, а 

также параллельные алгоритмы, реализованные в виде программ для МВС. На 

основе последних разработан программный комплекс MICRO_2D/3D для 

решения задач электродинамики в современных вакуумных полупроводнико-

вых приборах со сложной субмикронной геометрией, ориентированный на 

расчёты эмиссионных процессов в условиях больших перепадов электрического 

поля. Комплекс позволяет качественно и количественно определять распределе-

ния электрического поля, плотности зарядов и разогрев в различных 

подобластях прибора и анализировать их влияние на его рабочие харак-

теристики. Эффективность работы комплекса продемонстрирована на примере 

задачи вакуумной микроэлектроники о расчете эмиссионных характеристик 

кремниевого автокатодного микроузла реальной геометрии. 

В проведённых с помощью комплекса численных экспериментах 

показано, что учёт разогрева неравновесных электронов, а также процессов 

ударной ионизации и реальной геометрии микро- или наноструктуры являются 

необходимыми условиями для адекватного численного анализа конкретных 

конфигураций ячеек автокатодов, а также их матриц. Созданный программный 

комплекс MICRO_2D/3D позволяет рассчитывать эмиссионные приборы на 

основе кремния любой реальной конфигурации и может быть включен в цикл 

промышленной разработки подобных устройств. 

Результаты гл. 6 опубликованы в работах [А8, А11-А14, А17, А21, А23-

А26, А34, А36, А42-А44, А46, А48, А49]. 
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Глава 7 

Моделирование процессов образования и миграции пор 

в межсоединениях электрических схем 

 

В данной главе рассматриваются проблемы моделирования 

образования и миграции пор в межсоединениях электрических схем. 

Предложена математическая модель процессов, основанная на дрейфо-

диффузионном приближении. Для анализа модели в случае плоской 

прямоугольной геометрии межсоединения построены монотонные 

консервативные конечно-разностные схемы, разработаны алгоритмы их 

численной реализации для персонального компьютера и многопроцессорных 

вычислительных систем. Тестирование разработанного подхода проведено на 

модельной задаче. В численных экспериментах показано, что модель 

качественно и количественно описывает основные физические процессы и 

может быть использована на этапе разработки новых микросхем. 

 

7.1 Введение в проблему 

Проблемы образования пор в металлах при различных физических 

воздействиях известны достаточно давно. Однако наибольшую актуальность 

они приобрели в прошлом веке в связи с началом массового использования 

электричества и резким подъемом в металлургии и машиностроении. С 

появлением и развитием электронных приборов процессы порообразования в 

металлических соединениях электрических схем стали одним из основных 

препятствий на пути разработки отказоустойчивых систем [500]. В 

современной микроэлектронике проблемы порообразования остаются 

актуальными в связи с переходом к производству приборов нанометрового 

диапазона, в котором даже незначительные дефекты материалов очень 

быстро приводят к разрушению, как отдельных схем, так и целых чипов. 

Поэтому в настоящее время ведущие производители микросхем вынуждены 

разрабатывать новые подходы к решению данной проблемы. Последнее 
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невозможно без проведения детальных исследований процессов образования 

пор и их миграции по проводящим линиям микросхем [500-508]. 

Систематическое исследование процессов порообразования в 

приложении к микроэлектронике началось в конце 50-х годов, то есть с 

начала массового производства и использования ЭВМ. Практически сразу 

было выяснено, что порообразование является следствием наличия в 

кристаллах твердых тел различных дефектов: вакансий атомов, объединений 

вакансий, дислокаций, межзеренных пустот, а также примесей других 

материалов (см. например, [31, 509-512]). С другой стороны, даже в 

идеальном кристалле могут проходить процессы разупорядочения 

межатомной структуры, если на него воздействует внешнее 

электромагнитное поле, тепло, механические напряжения, радиация. 

Соответственно, для предотвращения процессов порообразования следует 

использовать особо чистые материалы правильной структуры и 

минимизировать влияние внешних воздействий. К этому в итоге и пришла 

технология. Однако, исключить полностью все факторы невозможно, 

поскольку электрическая линия должна проводить ток определенного 

номинала, а значит, она будет нагреваться и деформироваться. Таким 

образом, электрическое, тепловое и механическое воздействия в любом 

случае будут способствовать разрушению кристаллической решетки 

материала линии. В этих условиях решение проблемы сводится к 

максимальному увеличению срока службы линии. Для примера отметим, что 

в современных электронных приборах срок службы отдельных электронных 

компонентов составляет не менее 10 лет. В приборах нового поколения, 

использующих наноструктуры и другие низкоразмерные объекты, такой 

уровень надежности пока не достигнут. Это связано с тем, что размеры 

компонент приближаются к межатомным расстояниям, а частоты (десятки 

гигагерц и выше) и удельная мощность сигналов очень высоки. 

В настоящей работе был предложен один из возможных подходов к 

моделированию процессов образования и миграции пор в межсоединениях 
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электрических схем. Для этого разработана нелинейная математическая 

модель процессов, включающая стационарные уравнения для электрического 

поля, переноса тепла и упругих напряжений внутри слоистой среды, 

содержащей межсоединение, а также нестационарное уравнение диффузии 

для концентрации атомов металла в линии и межсоединении. Для примера 

выбрана плоская геометрия задачи. В качестве материала линии и 

межсоединения выступает медь с танталовой прокладкой по внешнему 

контуру (см. рис. 7.1). 

 
Рисунок 7.1. Пример соединения двух электрических линий внутри чипа. 

Цифрами 1, 2, 3, 4 и цветом обозначены включения меди, тантала, карбида 

кремния и композитного теплоизолятора. Стрелками обозначено 

направление протекания электрического тока. 

 

Для выбранной постановки задачи построены монотонные консерва-

тивные конечно-разностные схемы, построенные с помощью интегро-

интерполяционного подхода [188, 200]. Уравнения для потенциала 

электрического поля, температуры и компонент вектора смещений являются 
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эллиптическими и реализуются с помощью итераций по схеме сопряженных 

градиентов. Нестационарное уравнение диффузии апроксимируется явной 

схемой. Для ее реализации используется чебышовское ускорение [513]. 

В случае решения задачи на многопроцессорной системе предлагается 

разбиение расчетной области на компактные прямоугольные фрагменты 

одинаковой мощности и применение параллельных вариантов итерационных 

методов (см. п. 2.3 гл. 2 и [374, 375]). 

Тестирование разработанного подхода проведено на модельной задаче. 

В численных экспериментах показано, что модель качественно и 

количественно описывает основные физические процессы и может быть 

использована на этапе разработки новых микросхем. 

 

7.2 Постановка модельной задачи 

Анализ процессов образования и миграции пор проводился во 

множестве работ (см., например, [500-508]). Их можно условно разделить на 

несколько групп, связанных с типом и методами исследования 

математических моделей. К первому направлению отнесем 

экспериментально-теоретические исследования, в которых накапливалась 

информация об особенностях процесса и механизмах, которые необходимо 

учитывать в модели. К таким работам можно отнести ранние работы Канна и 

Хилларда [502] и др. В результате было показано, что процесс 

порообразования является не обычным диффузионным процессом. Его 

движущей силой является свободная энергия разупорядочения, порождаемая 

как минимум четырьмя факторами: электромагнитным полем, теплом, 

механическими напряжениями и химическими взаимодействиями на границе 

среды. К этом следует также добавить капилярные явления. 

Описание такого рода механизмов невозможно только в рамках 

диффузионно-дрейфового приближения. В связи с этим появились работы, 

которые предлагают в качестве модели брать задачу минимизации 

функционала полной энергии кристалла [503, 504] и решать ее методом 
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конечных элементов. Таким образом, сформировался подход, основанный на 

вариационных принципах. При этом для описания нелинейных капиллярных 

явлений было предложено использовать технику параметра порядка. 

Наиболее детально она проработана Дж. Сетьяном в [505]. Эту же методику 

удалось применить В.Я. Сухареву и в случае диффузионно-дрейфового 

приближения [506-508]. В том и другом случае имеется альтернатива – 

считать ли свободную поверхность поры бесконечно тонкой (острый 

интерфейс) или имеющей малую конечную толщину (диффузионный 

интерфейс). В качестве параметра порядка обычно выбирается некоторая 

функция, модуль которой совпадает с массовой долей вещества, в котором 

образуются поры. 

В настоящей работе сделана попытка объединить несколько подходов. 

Следуя [506-508], модель основывается на диффузионно-дрейфовом 

приближении. Однако вместо феноменологических поправок в уравнение 

диффузии вводится вариация полной энергии кристалла (пространственные 

производные от полного термодинамического потенциала кристалла, 

включающего электрохимический потенциал, а также члены, описывающие 

термодиффузию и механические напряжения на поверхности поры). В 

результате уравнение диффузии включает пространственные производные 

вплоть до четвертого порядка. В качестве параметра порядка выбрана 

массовая доля меди, а не её модуль. Это позволяет наглядно и математически 

точно описать механизм быстрой диффузии на поверхности поры, а также 

изменения электрических, тепловых и механических свойств меди вблизи её 

поверхности. Процессы вблизи поверхности поры описываются с помощью 

модели диффузионного интерфейса [502]. 

В целом можно отметить, что в отличие от других подходов настоящая 

модель описывает все три стадии процесса порообразования: 1) 

докритическую, когда поры нет, но создаются условия для ее возникновения; 

2) критическую, когда идет образование поры за конечное время; 3) 

посткритическую, на которой происходит эволюция поры (рост и 
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перемещение по кристаллу). При других подходах модель описывает либо 

только первую стадию, либо только третью, либо, первую и третью, минуя 

вторую (предполагается, что вторая стадия протекает мгновенно). Во всех 

случаях может потеряться часть информации, существенно влияющая на 

результат моделирования. 

Выпишем систему основных уравнений в безразмерных переменных в 

квазистационарном плоском случае: 

0, , , ( , ) ,div x zσ ϕ= = = −∇ ∈Ωj j E E          (7.1) 

( )0 , , , ( , ) ,Tdiv k T x zγ= = − ∇q E j q ∈Ω          (7.2) 
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     (7.3) 

1, , ( , )C div D C D x z t
t

∂
= − = − ∇ + ∇Φ ∈Ω >

∂
W W , 0.      (7.4) 

Здесь j, σ ,  и E ϕ  соответственно плотность электрического тока, 

нелинейная проводимость среды, напряженность и потенциал 

электрического поля,  и div ∇  операторы дивергенции и градиента в 

декартовых координатах ( , )x z , [0, ] [0, ]x zL LΩ = ×  – расчетная область с 

линейными размерами xL , zL ; , ,  – тепловой поток, коэффициент 

температуропроводности, температура, 

q Tk T

0γ  – безразмерный параметр, ( , )⋅ ⋅  – 

скалярное произведение в пространстве переменных ( , )x z ;  – вектор-

столбцы, составляющие тензор термоупругих напряжений,  – вектор 

смещений, 

kσ

u

μ , λ  и K  – безразмерные коэффициенты Ламэ и модуль 

всестороннего сжатия тела, α  – функция нагрузки, возникающей при 

тепловом расширении тела и изменении его массового состава;  – массовая C
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доля (нормированная концентрация) меди,  – время,  – полный 

диффузионный поток,  и 

t W

D D  – нелинейные коэффициенты диффузии, 

зависящие от C и T, ( , , , )C T HϕΦ =Φ  – обобщенный термо-динамический 

потенциал ( H  – след тензора термоупругих напряжений),  – подобласть 

, занятая медью и порами. 

1Ω

Ω

Граничные и начальные условия имеют следующий вид: 
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         (7.8) 

Здесь kj  – плотности тока на металлических поверхностях, выходящих на 

боковые границы расчетной области, 0I  – суммарный ток, протекающий 

через систему,  – температура чипа,  – равновесная массовая доля 

(концентрация) меди. 

1T 1iC

Сделаем несколько замечаний относительно постановки задачи. 

Во-первых, коэффициенты уравнений (7.1)-(7.4) разрывны и 

нелинейным образом зависят от температуры и массовой доли меди. 

Конкретный вид используемых зависимостей весьма разнообразен и 

определяется условиями моделируемого физического эксперимента и 

параметрами электрической схемы. 

Во-вторых, обобщенный термодинамический потенциал  зависит не 

только от самой массовой доли меди, но и от её пространственных 

Φ
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производных до второго порядка включительно. В общем случае его можно 

записать следующим образом: 

1 2 3 4
0

( , , , ) ln
m

j
j

j

HC T H a C b b C b T b
C

ϕ ϕ
=

∂
Φ = + + Δ − −

∂∑ ,       (7.9) 

где , ,j jm a b  – числовые константы, Δ  – оператор Лапласа. Ввиду сказанного 

к граничным условиям (7.8) необходимо добавить также дополнительные 

условия. На наш взгляд наиболее естественными будут условия отсутствия 

изменения свободной энергии на внутренних и внешних границах медных 

проводников, т. е. 

2
0

0, ( , ) .
m

j
j

j

a C b C x z
=

+ Δ = ∈∂Ω∑ 1         (7.10) 

Условия (7.10) отвечают физике процесса, поскольку степень сродства меди 

и тантала очень мала. Поэтому на границе медь-тантал медь в тантал не 

проникает и не деформирует его поверхность. На границе же медь-карбид 

кремния напротив подобная ситуация возможна. Однако ее учет сильно 

усложняет модель. В общем случае необходимо добавить уравнение для 

массовой доли карбида кремния и решать задачу со свободной границей. 

В данной работе эта ситуация не рассматривается по двум причинам. 

Во-первых, существуют различные технические приемы устранения так 

называемой экструзии (выдавливания) меди в карбид кремния (например, 

покрытие свободной границы меди сначала специальным лаком, а затем 

напыление на нее карбида кремния), которые обязательно применяются при 

создании современных чипов. Во-вторых, рассмотрение данного эффекта 

существенно повышает вычислительные затраты, однако не влияет на 

основной процесс порообразования. В-третьих, задача для электрического 

потенциала поставлена в режиме генерации постоянного тока (см. 

дополнительное условие в (7.5)). Для обеспечения её корректности 

необходимо согласованным образом задавать значения плотности тока 

0 1( ), ( )j z j z  (которые в общем случае неизвестны) на границах медных 
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участков. В приведенной постановке данная проблема обходится следующим 

образом. 

На краю линии, куда идут электроны и атомы меди (сечение 0x =  на 

рис. 7.1), ситуация близка к равновесной, и проводимость среды как в меди, 

так и в других материалах не изменяется со временем. Поэтому плотность 

тока можно задать кусочно постоянной функцией вида: 

0

0
0

, ,
( )

( ) , ,
( )

0, .

Cu

Cu Cu Ta

Ta

Ta Cu Ta

I на границе меди
h

Ij z на границе тантала
h

на границе других материалов

σ
σ σ
σ

σ σ

⎧
⎪ +⎪
⎪= ⎨ +⎪
⎪
⎪
⎩

      (7.11) 

Здесь , , ,Cu Ta Cu Tah h σ σ  – суммарные толщины и равновесные проводимости 

слоев меди и тантала на границе области. Формула (7.11) выражает 

линейный закон Ома. Интеграл от такой плотности тока равен величине 0I . 

На правом краю линии (сечение xx L=  на рис. 7.1, 7.2) в зависимости 

от геометрии задачи могут реализоваться две ситуации. Первая из них 

соответствует случаю, когда правый край линии полностью изолирован 

танталом (рис. 7.2). 
 

 
Рисунок 7.2. Симметричный фрагмент электрической линии. Красным и 

серым цветами обозначены включения меди и тантала. Размеры здесь и 

далее указаны в микронах. 

 

Тогда плотность тока 1( )j z  постоянна, и ее можно задать по формуле, 

аналогичной (7.11), а именно: 
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I на границе тантала
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на границе других материалов

⎧
⎪= ⎨
⎪⎩

      (7.12) 

Во втором случае, когда медь выходит на правый край (рис. 7.1), 

можно использовать нелинейный интегральный вариант формулы (7.11), в 

котором проводимость меди Cuσ  зависит от ее массовой доли в данной точке 

. В результате мы получим: z

0

0
1

( ) , ,1( ( ') ' )

( ) , ,1( ( ') ' )

0, .

Cu

Cu Cu Ta
Cu
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Ta Cu Ta
Cu
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⎧
⎪
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⎪
⎪⎪= ⎨
⎪ +
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⎪
⎪
⎪⎩

∫

∫
    (7.13) 

Формулу (7.13) можно использовать в случае применения расщепления по 

физическим процессам (именно оно является основой приводимой ниже 

численной схемы). В другой ситуации для реализации граничного условия 

необходим внешний итерационный процесс. 

Отметим далее, что для организации сквозного счета в случае сложной 

геометрии задачи и моделирования возможной утечки тока через 

приповерхностные слои карбида кремния и композитного теплоизолятора 

предполагается, что слабый электрический ток может течь в любой точке 

расчетной области. Это означает, что проводимость всех материалов может 

быть очень малой, однако она отлична от нуля, в том числе в порах. 

Последнее предположение часто используется при моделировании подобных 

задач и не вносит обычно большой ошибки в результаты расчетов. Основная 

цель данного приема – избежать введения свободных границ. Приводимые 

ниже результаты моделирования показывают, что в данной задаче это вполне 

оправдано и не мешает образованию и эволюции пор. 
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7.3 Численный алгоритм и параллельная реализация 

Численное решение задачи (7.1)-(7.13) осуществлялось методом 

конечных разностей на прямоугольных адаптивных пространственных 

сетках. Для этого с помощью интегро-интерполяционного подхода были 

построены нелинейные однородные консервативные разностные схемы для 

основных уравнений системы (7.1)-(7.4). Перед этим предварительно 

уравнения (7.1) были сведены к одному уравнению Пуассона для потенциала 

электрического поля, уравнения (7.2) – к уравнению теплопроводности для 

температуры, уравнения (7.3) к двум уравнениям для компонент вектора 

смещения , уравнения (7.4) к нестационарному уравнению диффузии для 

массовой доли меди. 

,u w

Поскольку задача в целом является нелинейной и нестационарной, то 

уравнение диффузии реализовывалось с помощью явной схемы по времени. 

При этом осуществлялось естественное расщепление по физическим 

процессам. А именно, поскольку возмущение моделируемого объекта 

происходит путем включения электрического тока, который запускает 

механизм электронного и атомного дрейфа в меди, инициирует нагрев 

проводников (медь и тантал), порождающий упругие деформации всей 

среды, то на каждом шаге по времени сначала решается уравнение для 

потенциала электрического поля, затем решается уравнение тепло-

проводности, далее уравнения термоупругости, и, наконец, уравнение 

диффузии атомов меди. Таким образом, удается разрешить проблему 

сильной нелинейности системы основных уравнений. Поскольку процесс 

порообразования является более медленным (в десятки тысяч раз), чем 

изменение потенциала электрического поля, распространение тепла в среде и 

установление механических напряжений, то данная схема расщепления 

является сходящейся и наиболее экономичной по сравнению с другими, в 

том числе полностью неявными алгоритмами. 

Выпишем теперь построенные разностные уравнения в безиндексной 

форме. 
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[ ] [ ] 0x h h z h h ,σ ϕ σ ϕΛ + Λ =          (7.14) 
2

, , 0[ ] [ ]x T h h z T h h h h hk T k T γ σ ϕΛ + Λ = − ∇ ,        (7.15) 

[2 ] [ ] 0, [ ] [2 ] 0,x h h h xz h h xz h h z h h hu w u wμ λ λ μ μ λΛ + + Λ = Λ + Λ + =    (7.16) 

10

ˆ
[ ] [ ] [ ] [ ]

,

h h ,x h h z h h x h h z h h

h it

C C D C D C D D

C C
τ

=

−
= Λ + Λ −Λ Φ −Λ Φ

=
    (7.17) 

( )1 2 3 4
0

[1] [1] ln .
m

J h
h j h h x h z h h

j h

Ha C b b C C b T b
C

ϕ
=

∂
Φ = + + Λ + Λ − −

∂∑     (7.18) 

Здесь [ ] ( , )x zα αΛ ⋅ =  – обычные аппроксимации одномерных операторов 

диффузии с переменными разрывными коэффициентами на неравномерной 

пространственной сетке;  – аппроксимации смешанных производных на 

семиточечном шаблоне, предложенные в [188, 198, 200]. Входящие в (7.14)-

(7.18) обозначения с индексом h суть сеточные аналоги соответствующих 

непрерывных функций. 

[ ]xzΛ ⋅

Отметим далее, что проблема разрывности коэффициентов уравнений 

поставленной задачи решается путем выбора соответствующих интегральных 

аппроксимаций , , ,Tkσ μ λ . Подробно эта методика описана в [188, 200]. 

Погрешность аппроксимации и точность построенных разностных схем в 

сеточной норме ( ) ( )2 x zL C tω ω× × ω  имеет порядок ( )2 2
x zO τ+ += = , что легко 

доказывается. 

Разностное уравнение диффузии (7.17) с учетом формулы (7.18) 

решается прямым методом. Остальные уравнения решаются с помощью 

итерационных методов сопряженных и бисопряженных градиентов с 

переобусловливанием (см. п. 2.3 гл 2 и [374, 375]). В частности, уравнения 

(7.14) и (7.15) с учетом краевых и дополнительных условий приводят к 

системам линейных уравнений с симметричной положительно определенной 

матрицей. Для их решения на прямоугольной сетке лучше всего использовать 

либо метод переменных направлений, либо сопряженные градиенты с 

переобусловливателем в виде неполного разложения Холецкого. В данной 
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работе был выбран второй вариант. 

Разностные уравнения (7.16) рассматривались в совокупности (в 

векторном виде). Получаемая при этом матрица системы линейных 

уравнений получается блочной (с размером блока 2х2) положительно 

определенной и кососимметричной. Последнее обстоятельство сильно 

затрудняет выбор метода для решения такой системы уравнений. В данной 

работе использовалась схема бисопряженных градиентов с предобуслов-

ливателями двух типов – диагональным и в виде блочного разностного 

оператора Лапласа. В первом случае скорость сходимости оказывается в 

несколько раз ниже, чем во втором. Однако область параметров задачи, при 

которых метод сходится, оказывается несколько шире. 

Приведенная численная схема относительно проста для компьютерной 

реализации. Ее недостатком является лишь сильное ограничение на шаг по 

времени. В данном случае условие Куранта имеет вид: 
2

0 1 2c cτ τ≤ = += 4= .           (7.19) 

Параметры  в (7.19) зависят от решения, вследствие чего, шаг 

действительно может изменяться от одной асимптоты к другой. 

kc

Последнее обстоятельство побудило искать другие алгоритмы решения 

задачи. Один из них – применение нелинейной неявной схемы. Однако этот 

подход не решает проблему. При его реализации возникает более широкий 

шаблон в разностных уравнениях (7.16)-(7.18), существенно возрастают 

вычислительные затраты и размер необходимой оперативной памяти, и, 

главное, условие (7.19) становится необходимым условием сходимости 

итераций по нелинейности. Таким образом, полностью неявный алгоритм не 

дает существенного выигрыша при решении задачи. 

Другая возможность (которая и была впоследствии выбрана) – 

применение к построенной явной схеме процедуры ускорения по Чебышову-

Лебедеву [513]. В этом случае для перехода на новый слой по времени 

проводится серия шагов 0
1

, 1,...,2
j

p
j m

m
t t jτ

=

⎧ ⎫
= + =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  длины 2 p  
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( max1,2,...,p p= ), в которой используются чебышовские параметры 

0m mτ τ ρ= ⋅ . В итоге, условие Куранта существенно ослабляется (в 2 p  раз). В 

реальных расчетах достигалось ускорение от 2 до 1024 раз. Ограничением 

данного подхода является предел maxp , который связан с условием 

асимптотической устойчивости схемы и с особенностями решения 

нелинейной задачи. В частности, когда реализуется очень контрастная 

структура, каковой и является пора, большое ускорение может уже и не 

достигаться из-за нарушения условия монотонности разностного решения 

(массовая доля меди должна всегда находиться в пределах между 0 и 1). 

Однако в большинстве расчетов момент начала образования поры является 

условием окончания вычислений, поскольку исследователей интересует 

время, за которое накопится достаточное для образования поры количество 

вакансий. 

При параллельной реализации численного алгоритма следует отметить, 

что данная задача обладает рядом особенностей, которые накладывают 

ограничения на возможность эффективного распараллеливания. Во-первых, 

это умеренный объем сеточных данных, поскольку задача двумерная, а 

условие Куранта достаточно жесткое. Во-вторых, это сильная связанность 

уравнений вследствие нелинейности. В итоге, на практике оказалось, что 

наиболее эффективное решение данной задачи можно осуществить при 

использовании МВС с общей памятью. Наиболее жестко это требование к 

архитектуре проявляется при реализации схемы Чебышовского ускорения и 

контроля точности вычислений. 

Опишем кратко схему распараллеливания. В ее основе лежит метод 

разделения области на компактные фрагменты с одинаковой вычислительной 

мощностью. Поскольку разностная схема оказалась однородной благодаря 

введению единых механизмов нелинейности, то учитывать вычислительную 

нагрузку на узел расчетной сетки не обязательно. Достаточно разделить 

исходную сетку на связные блоки с примерно одинаковым числом узлов. 

Однако большой проблемой является использование одновременно 
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двух разбиений сетки. Одно используется для всей расчетной области при 

решении уравнений для электрического поля, температуры и вектора 

смещений. Второе разбиение касается только медной части среды, где 

решается уравнение диффузии. При этом в зависимости от конкретной 

геометрии расчетной области отдельные ее части, содержащие медь, могут 

быть несвязными (см., например, рис. 7.1). 

В этой ситуации необходимо построить сначала разбиение медных 

участков на фрагменты, а затем присоединить к ним другие участки среды. 

Простой способ для реализации данной идеи состоит в следующем. 

Необходимо представить пространственную сетку в виде множества Ω  

элементарных прямоугольных ячеек вида 

1 1[ , ] [ , ] ( 1, , 1,ij i i k k x z )x x z z i N k N− −Ω = × = = , 

и назначить каждой ячейке атрибут материала , содержащегося в ней. 

Далее необходимо составить граф связности множества ячеек 

, содержащих медь, и разбить его на 

ijm

{( , ) :Cu ij Cui j m mΩ = = } p  частей ( )k
CuΩ  (где 

p  – число процессоров). Оставшиеся ячейки { }/ ( , ) :Cu ij Cui j m mΩ Ω = ≠  

нужно добавлять к уже имеющемуся разбиению, руководствуясь принципом 

геометрической близости добавляемой ячейки к тому или иному множеству 

 и равной мощности всех частей разбиения. При реализации разбиения 

медных участков на фрагменты можно использовать пакет PARMETIS [382]. 

( )k
CuΩ

После построения соответствующих разбиений расчетной области 

следует выбрать методику распараллеливания алгоритма на отдельных 

этапах решения задачи. В данном случае речь идет о параллельной 

реализации итерационных алгоритмов решения эллиптических уравнений и 

уравнения диффузии по явной схеме. Ввиду сложности задачи в целом для 

первого этапа было предложено использовать внешний итерационный 

процесс (то есть метод итераций Шварца). Тогда процедура решения любого 

из уравнений (7.14)-(7.16) состоит в том, что в каждой подобласти, 

обрабатываемой одним процессором, задается начальное приближение к 
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решению и проводится цикл итераций внутри данной подобласти. При этом 

используется тот же итерационный метод, что и в однопроцессорном 

варианте. Как только каждый процессор получает решение с нужной 

точностью, производится коллективный обмен граничными значениями и 

вычисление глобальной невязки. Если невязка мала, то вычисления 

заканчиваются. Если нет – они продолжаются в том же порядке до получения 

решения с нужной точностью. Заметим, что реализация данной 

итерационной схемы приводит к большим накладным расходам на системах 

с раздельной оперативной памятью. Поэтому ее лучше использовать в 

кластерах с общей памятью и многоядерными процессорами. 

Распараллеливание явных формул на этапе решения уравнения 

диффузии не представляет больших проблем, но имеет свои особенности. 

Дело в том, что после каждого шага по времени в процедуре Чебышовского 

ускорения необходимо проверять выполнение принципа максимума, а 

именно, принадлежность области изменения функции  интервалу , а 

также пересчету условия Куранта (7.19). В итоге это также ведет к 

интенсивным коллективным обменам данными. Поэтому и вторая часть 

алгоритма наиболее эффективно реализуется на SMP-системах с общей 

памятью. 

ˆ
hC (0,1)

Тестирование разработанного алгоритма проводилось на SMP-системе 

IBM P670, установленной в МСЦ РАН, с максимальным количеством 

процессоров на общей памяти – 16. В расчетах на максимальной 

конфигурации эффективность распараллеливания достигала 87-89 % при 

числе узлов сетки около 1.5 млн. узлов. Проведение тех же расчетов на 

кластере Intel Xeon IV с двухядерными процессорами (по 2 процессора на 

модуль) показало, что эффективность расчетов на той же сетке выходит на 

уровнь 65 % для конфигурации 16 ядер. 

 

7.4. Результаты моделирования 

Тестирование разработанных численных алгоритмов и программ 
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проводилась в нескольких направлениях. Во-первых, необходимо было 

выяснить реальную точность расчетов. Во-вторых, определить 

потенциальные возможности анализа сложных конфигураций. 

Для достижения первой цели использовался простейший тест, 

описывающий процессы в геометрически симметричном элементе 

проводящей линии (см. рис. 7.2). Выбранный фрагмент линии имел длину 8 

мкм, толщину 0.6 мкм, на краях линии имеется слой тантала толщиной 0.1 

мкм с каждой стороны. Слева слой меди оголен, справа он закрыт танталом. 

Предполагалось, что в начальный момент фрагмент линии не имеет каких-

либо дефектов, то есть количество вакансий и атомов меди равны своим 

равновесным значениям во всем объёме линии. Для примера в тесте 

равновесная массовая доля меди равна 0.98. Электрический ток включался 

мгновенно. Величина тока равна 93 10⋅  пкА, что соответствует условиям 

тестирования чипов. Температура линии при тестировании составляет 628 К, 

температура плавления меди лежит вблизи 673 К. Длина диффузии в 

численном эксперименте полагалась равной 10 нм, что соответствует 

экспериментальным данным. Соответственно, она же является шириной 

пограничного слоя между танталом и медью, где и зарождаются поры. 

Расчеты процессов рождения и эволюции пор в указанной выше 

структуре проводились на последовательности прямоугольных сеток с 

числом узлов , где (250 1) (60 1)r rn n+ ⋅ + 1,2,3,4,5rn =  – параметр 

измельчения, численно равный количеству точек сетки внутри пограничного 

слоя. Сетка по координате x была адаптивной и сгущалась к правому концу 

линии. Сетка по координате z была равномерной. 

Результаты расчетов эволюции массовой доли меди вблизи правового 

края линии представлены на рис. 7.3. Они показывают, что под действием 

электрического тока неравновесные вакансии атомов меди скапливаются, 

прежде всего, в углах правой части линии и образуют две поры (рис. 7.3а). 

Далее эти поры начинают расти навстречу друг другу вдоль вертикального 

танталового слоя (рис. 7.3б-7.3д) и наконец объединяются в одну большую 
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пору (рис. 7.3е), которая перекрывает путь электрическому току в меди. 
(а) 

 

(б) 

 
(в) 

 

(г) 

 
(д) 

 

(е) 

 

Рисунок 7.3. Распределение массовой доли меди вблизи правого конца 

линии в моменты времени 0, 27.08, 29.84, 33.68, 47.15, 49.17t =  сек. (а-е). 
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На рис. 7.4, 7.5 показаны изолинии модуля тока и температуры в начале 

процесса рождения поры и после завершения ее формирования. В начале 

процесса порообразования ток вблизи правого края линии течет как по 

танталу (малая часть), так и по приповерхностному слою меди (основная 

часть). После образования поры путь электрическому току по меди 

постепенно перекрывается. В итоге, ток вблизи правого края линии течет по 

танталу (см. рис. 7.4б), сопротивление которого на полтора порядка выше, 

чем у меди. В результате интегральное сопротивление линии существенно 

увеличивается, что и приводит к негативным последствиям (неправильная 

работа чипа или полный выход его из строя). Увеличивается также и разогрев 

линии вблизи поры (рис. 7.5). В данном случае он невелик, однако в другой 

ситуации (например, при комнатной температуре) влияние термодиффузии 

[512] может быть ускоряющим фактором роста поры. 
 

(а) (б) 

 
Рисунок 7.4. Распределение модуля тока вблизи правого конца линии до 

рождения поры (а) и в финале ее эволюции (б). 

 

Относительно точности вычислений по результатам данного теста 

можно сказать следующее. Параметры метода выбирались таким образом, 

чтобы получаемые распределения электрического поля, температуры, 
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гидростатических напряжений и массовой доли меди были симметричны 

относительно оси . Этого можно достичь при определенном условии 

на шаг по времени и количестве точек в пограничном слое  не менее 2. На 

приведенных рисунках видно, что распределения основных характеристик 

процесса симметричны относительно указанной оси. 

0.2z =

rn

 

(а) 

 

(б) 

Рисунок 7.5. Распределение температуры вблизи правого конца до 

рождения поры (а) и в финале ее эволюции (б). 

 

Еще одна характеристика, по которой контролировалась точность – 

время появления пор . По мере измельчения сетки это время должно 

стремиться к фиксированной величине. В приведенных расчетах для 

  сек. Таким образом, 

расчеты демонстрируют сходимость по сетке. 

voidt

1,2,3,4,5rn = 25.83,26.58,27.14,27.42,27.52voidt =

Отметим далее, что конкретные времена образования пор связаны со 

многими параметрами, в том числе, с равновесной долей вакансий в линии. 

Обычно она составляет 0.0001-0.000001. Поэтому в натурных экспериментах 

процесс порообразования может протекать в течение несколько часов или 

даже суток. В представленных расчетах равновесная доля вакансий была 

выбрана равной 0.02 для уменьшения вычислительных затрат. Однако на 

практике и такая ситуация может возникнуть, если моделируется 
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завершающая фаза процесса порообразования (то есть начало расчета 

совпадает с началом зарождения поры). 

Другой тест был проделан для того, чтобы продемонстрировать 

возможность расчета сложных конфигураций. Геометрия структуры была 

подобна приведенной на рис. 7.1. В реальной ситуации наиболее уязвимым 

местом электрической цепи является так называемое межсоединение двух 

линий (на рис. 7.1 оно расположено вертикально в центре структуры). 

Межсоединение имеет малую толщину по сравнению с толщиной линии, и 

по нему течет максимальный ток. На рис. 7.6 показана конфигурация 

межсоединения до образования поры (рис. 7.6а) и в финале ее эволюции (рис. 

7.6б). Как видно из рисунка, пора перекрыла полностью медную часть 

межсоединения. На рис. 7.7 приведены изолинии модуля электрического тока 

до образования поры и после завершения ее эволюции. Они также 

показывают, что пора перекрывает основной канал прохождения тока (рис. 

7б). Слева и справа от медной части межсоединения в тантале образовались 

два шнура тока, которые существенно меняют интегральное сопротивление 

линии и потенциально могут привести к ее обрыву. Таким образом, расчет 

реальной конфигурации позволяет не только оценить время порообразова-

ния, но и указать потенциально узкие места электрических цепей. Эту 

информацию можно использовать при проектировании чипов. 

Далее следует отметить, что на базе представленной математической 

модели и численного алгоритма её анализа по заказу компании LSI Logic 

Incorporation (США) совместно с Г.М. Кобельковым, С.Г. Кобельковым и 

И.В. Поповым был разработан комплекс параллельных программ 

VOID_2D/3D, предназначенный для промышленного моделирования. 

Помимо изложенного численного подхода в него была включена трёхмерная 

модель, базирующаяся на методе конечных элементов. Программная 

реализация расчётного ядра была выполнена на языке Fortan с 

использованием интерфейса MPI. Управляющая среда и система 

визуализации были реализованы на языке TCLTK и C++. Программный 
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комплекс функционируeт под управлением ОС Windows, Linux, Solaris. 
(а) 

 

(б) 

 
Рисунок 7.6. Распределение массовой доли меди в межсоединении до 

рождения поры (а) и в финале ее эволюции (б). 

 

(а) 

 

(б) 

 
Рисунок 7.7. Распределение модуля тока в межсоединении до рождения 

поры (а) и в финале ее эволюции (б). 

 

В заключение главы отметим, что в этой части совместно с В.Я. 

Сухаревым и Jun Cho Choy (оба из LSI Logic Incorporation) была разработана 

новая физико-математическая модель процессов образования и миграции пор 

в межсоединениях электрических схем. Модель базируется на диффузионно-

дрейфовом приближении и включает в себя квазистационарные уравнения 
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электродинамики и термомеханики. Квантово-механическое описание 

процессов образования пор включается в модель с помощью метода 

параметра порядка и добавления вариации свободной энергии в химический 

потенциал системы. 

Для анализа разработанной математической модели были построены 

нелинейные консервативные однородные разностные схемы на адаптивных 

прямоугольных сетках. Для их реализации предложены итерационные 

процессы на базе схем сопряженных и бисопряженных градиентов и явная 

схема по времени. Для ускорения вычислений по явной схеме применена 

процедура Чебышова-Лебедева. Для расчетов больших конфигураций 

разработан параллельный алгоритм решения задачи на основе метода 

Шварца разделения области. Предложен алгоритм двойного разбиения 

области на компактные фрагменты. 

На основе разработанных численных алгоритмов и комплекса 

программ проведены модельные расчеты. В них подтверждена как 

робастность предложенных численных методов, так и адекватность 

результатов физическим процессам, происходящим в электрических линиях 

субмикронной толщины. В частности, удалось рассчитать все стадии 

процесса порообразования от начала скопления вакансий вблизи 

межсоединений до образования полного разрыва линии. В расчетах также 

подтвержден скачкообразный характер порообразования, продемонстри-

рована возможность количественной оценки отказа, как конкретной линии, 

так и чипа в целом. 

Результаты гл. 7 опубликованы в работе [А41] и отчётах LSI Logic 

Incorporation. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

В заключение сформулируем положения диссертации, которые 

выносятся на защиту: 

1. На основе анализа состояния научных исследований в области 

твердотельной и вакуумной микро- и наноэлектроники разработаны 

вычислительные основы математического моделирования с помощью 

многопроцессорных вычислительных систем нескольких актуальных 

для приложений классов задач. 

2. Развиты математические модели электронной эмиссии с поверхности 

кремниевых микро- и наноструктур и электро-, термо- и стресс- 

миграции пор в медных межсоединениях электронных схем. 

3. Разработаны конечно-объемные схемы экспоненциальной подгонки 

для решения начально-краевых задач для эволюционных уравнений на 

ортогональных и нерегулярных треугольных и тетраэдральных сетках. 

4. Предложены методика регуляризации и численные алгоритмы решения 

пространственно нуль-мерных и одномерных нелокально нелинейных 

некорректных математических задач, моделирующих электронные 

процессы в наноструктурах. 

5. Разработаны параллельные алгоритмы решения задач электронного 

транспорта в полупроводниковых твердотельных и вакуумных микро- 

и наноструктурах, в том числе, алгоритмы распараллеливания явных и 

неявных конечно-объемных схем на нерегулярных сетках для решения 

системы квазигидродинамических уравнений, описывающих динамику 

электронно-дырочной плазмы, а также алгоритм решения, 

включающий динамическую балансировку загрузки вычислителей, 

нелокально нелинейной задачи одномерного электронного транспорта 

в канале наноструктуры. 

6. Созданы комплексы параллельных программ MICRO_2D/3D и 

VOID_2D/3D для моделирования процессов электронной эмиссии с 
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поверхности кремниевых автокатодов и электро-, термо- и стресс- 

миграции пор в медных межсоединениях электронных схем. 

7. С помощью разработанных вычислительных методик и комплексов 

программ методами математического моделирования и вычислитель-

ного эксперимента получены новые результаты в исследовании 

процессов низкотемпературного примесного пробоя в полупровод-

никах типа GaAs, одномерного электронного транспорта в нанострук-

турах на основе AlGaAs, автоэлектронной эмиссии из кремниевого 

микрокатода с учетом реальной геометрии структуры. 
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